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Katedra teoretické informatiky a matematické logiky
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Základnı́ informace

Kontakt
E-mail fink@ktiml.mff.cuni.cz

Homepage https://ktiml.mff.cuni.cz/˜fink/

Konzultace Individuálnı́ domluva

Cı́le předmětu
Naučit se navrhovat a analyzovat netriviálnı́ datové struktury

Porozumět jejich chovánı́ – jak asymptoticky, tak na reálném počı́tači

Zajı́má nás nejen chovánı́ v nejhoršı́m přı́padě, ale i průměrně/amortizovaně

Nebudujeme obecnou teorii všech DS ani neprobı́ráme všechny varianty DS, ale
ukazujeme na přı́kladech různé postupy a principy
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Zápočet: Domácı́ úkoly

Podmı́nky
Bude zadáno pět domácı́ch úkolů po 110 bodech

K zı́skánı́ zápočtu je nutné zı́skat alespoň 320 bodů

Úkol = implementace DS + měřenı́ + grafy + zdůvodněnı́ výsledků

Úkol musı́ být odevzdán včas a DS musı́ být funkčnı́

Důrazně doporučujeme použı́vat C/C++, i když povolujeme i Javu a C#

Nepoužı́vejte cizı́ kód ani knihovny třetı́ch stran

K implementaci DS nepoužı́vejte ani standardnı́ knihovny (ani std::list, std::vector,
etc.)

Úkoly jsou zadávány centrálně, ale opravuje je vyučujı́cı́, u kterého jste
registrováni na SISu

Při odevzdánı́ v předtermı́nu můžete navı́c zı́skat 10 bodů nebo poslat opravené
řešenı́

Přesná pravidla a vzorový přı́klad jsou na webu přednášky
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Nové předměty

Motivace
Na cvičenı́ch se předevšı́m rozebı́rajı́ domácı́ úkoly

Nezbývá mnoho času na procvičenı́

Řada studentů neumı́ implementovat datové struktury v rozumném čase bez
zdlouhavého hledánı́ chyb

Analýza datových struktur (NTIN105)
Návrh a analýza datových struktur, které zazněly na přednášce, ale na jejich
zkoumánı́ nenı́ na klasickém cvičenı́ čas

Vyučujı́cı́: Martin Mareš

Rozvrh bude umluven po emailu (mares+ds@kam.mff.cuni.cz)
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Nové předměty

Implementace datových struktur (NTIN106)
Naučit studenty efektivně implementovat datové struktury v rozumném čase bez
únavného hledánı́ chyb

Vyučujı́cı́: Jirka Fink

Rozvrh: středa, 17:20, S4

Obsah
Návrh implementace datových struktur

Application programming interface

Unit a integrity testy

Implementace bez rekurze (a zásobnı́ku)

Spojový seznam, stromy, . . .

Správa paměti

Paralelnı́ programovánı́ bez zámků

Implementace nástrojů vyššı́ch programovacı́ch jazyků v C/RAM

Diskuze různých implementacı́ domácı́ch úkolů, testovánı́ a zkušenostı́

Zápočet: recenze řešenı́ domácı́ch úkolů ostatnı́ch studentů (code review)

Jirka Fink Datové struktury I 6
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Amortizovaná analýza

Motivace
Uvažujme datovou struktury, která zvládá nějakou operaci většinou velmi rychle.

Ale občas potřebuje reorganizovat svoji vnitřnı́ struktury, což operaci v těchto
výjimečných přı́padech značně zpomaluje.

Tudı́ž je časová složitost v nejhoršı́m přı́padě velmi špatná.

Představme si, že naše datová struktura je použita v nějakém algoritmu, který
operaci zavolá mnohokrát.

V této situaci složitost algoritmu ovlivňuje celkový čas mnoha operacı́, nikoliv
složitost operace v nejhoršı́m přı́padě.

Cı́l: Chceme zjistit “průměrnou” hodnotu časových složitostı́ posloupnosti operacı́,
přı́padně celkovou složitost posloupnosti operacı́.

Metody výpočtu amortizované složitosti
Agregovaná analýza

Účetnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Agregovaná analýza

Binárnı́ čı́tač
Máme n-bitový čı́tač inicializovaný libovolnou hodnotou

Při operaci INCREMENT se poslednı́ nulový bit změnı́ na 1 a všechny následujı́cı́
jedničkové bity se změnı́ na 0

Počet změněných bitů v nejhoršı́m přı́padě je n

Kolik bitů se změnı́ při k operacı́ch INCREMENT?

Agregovaná analýza

Poslednı́ bit se změnı́ při každé operaci — tedy k -krát

Předposlednı́ bit se změnı́ při každé druhé operaci — nejvýše dk/2e-krát

i-tý bit od konce se změnı́ každých 2i operacı́ — nejvýše
⌈
k/2i⌉-krát

Celkový počet změn bitů je nejvýše∑n−1
i=0

⌈
k/2i⌉ ≤∑n−1

i=0 (1 + k/2i ) ≤ n + k
∑n−1

i=0 1/2i ≤ n + 2k

Časová složitost k operacı́ INCREMENT nad n-bitovým čı́tačem je O(n + k)

Jestliže k = Ω(n), pak amortizovaná složitost na jednu operace je O(1)
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Účetnı́ metoda

Účetnı́ metoda
Změna jednoho bitu stojı́ jeden žeton a na každou operaci dostaneme dva žetony

Invariant: U každého jedničkového bitu si uschováme jeden žeton

Při inkrementu máme vynulovánı́ jedničkových bitů předplaceno

Oba žetony poskytnuté k vykonánı́ operace využijeme na jedinou změnu nulového
bitu na jedničku a předplacenı́ jeho vynulovánı́

Na začátku potřebujeme dostat nejvýše n žetonů

Celkově dostaneme na k operacı́ n + 2k žetonů

Amortizovaný počet změněných bitů při jedné operaci je O(1) za předpokladu
k = Ω(n)
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Potenciálnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
Potenciál nulového bitu je 0 a potenciál jedničkového bitu je 1

Potenciál čı́tače je součet potenciálů všech bitů 1

Potenciál po provedenı́ j-té operace označme Φj skutečný počet změněných bitů
při j-té operaci označme Tj 2

Chceme spočı́tat amortizovaný počet změněných bitů, který označı́me A

Pro každou operaci j musı́ platit Tj ≤ A + (Φj−1 − Φj ) pro libovolnou operaci j 3

Podobně jako v účetnı́ metodě dostáváme A ≥ Tj + (Φj − Φj−1) ≥ 2

Celkový počet změněných bitů při k operacı́ch je

k∑
j=1

Tj ≤
k∑

j=1

(2 + Φj−1 − Φj ) ≤ 2k + Φ0 − Φk ≤ 2k + n,

protože 0 ≤ Φj ≤ n 4
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1 V tomto triviálnı́m přı́kladu je potenciál přesně počet žetonů v účetnı́ metodě.
2 Φ0 je potenciál před provedenı́ prvnı́ operace a Φk je potenciál po poslednı́

operaci.
3 Toto je zásadnı́ fakt amortizované analýzy. Potenciál je jako banka, do které

můžeme uložit penı́ze (čas), jestliže operace byla levná (rychle provedená). Při
drahých (dlouho trvajı́cı́ch) operacı́ch musı́me naopak z banky vybrat (snı́žit
potenciál), abychom operaci zaplatili (stihli provést v amortizovaném čase). V
amortizované analýze je cı́lem najı́t takovou potenciálnı́ funkci, že při rychle
provedené operaci potenciál dostatečně vzroste a naopak při dlouho trvajı́cı́ch
operacı́ potenciál neklesne přı́liš moc.

4 Součtu
∑k

j=1(Φj−1 − Φj ) = Φ0 − Φk se řı́ká teleskopická suma a tento nástroj
budeme často použı́vat.
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Potenciálnı́ metoda

Definice
Potenciál Φ je funkce, která každý stav datové struktury ohodnotı́ nezáporným reálným
čı́slem. Operace nad datovou strukturou má amortizovanou složitost A, jestliže
libovolné vykonánı́ operace splňuje

T ≤ A +
(
Φ(S)− Φ(S′)

)
,

kde T je skutečný čas nutný k vykonánı́ operace, S je stav před jejı́m vykonánı́m a S′

je stav po vykonánı́ operace.

Přı́klad: Inkrementace binárnı́ho čı́tače
Potenciál Φ je definován jako počet jedničkových bitů v čı́tači

Skutečný čas T je počet změněných bitů při jedné operaci INCREMENT

Amortizovaný čas je 2

Platı́ T ≤ A + (Φ(S)− Φ(S′))
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Jirka Fink Datové struktury I 15



Dynamické pole

Dynamické pole
Máme pole, do kterého přidáváme i mažeme prvky

Počet prvků označı́me n a velikost pole p

Jestliže p = n a máme přidat dalšı́ prvek, tak velikost pole zdvojnásobı́me

Jestliže p = 4n a máme smazat prvek, tak velikost pole zmenšı́me na polovinu 1

Intuitivnı́ přı́stup 2

Zkopı́rovánı́ celého pole trvá O(n)

Jestliže po realokaci pole máme n prvků, pak dalšı́ realokace nastane nejdřı́ve po
n/2 operacı́ch INSERT nebo DELETE 3

Amortizovaná složitost je O(1)

Agregovaná analýza: Celkový čas

Necht’ ki je počet operacı́ mezi (i − 1) a i-tou realokacı́⇒
∑

i ki = k

Při prvnı́ realokaci se kopı́ruje nejvýše n0 + k1 prvků, kde n0 je počátečnı́ počet

Při i-té realokaci se kopı́ruje nejvýše 2ki prvků, kde i ≥ 2 4

Celkový počet zkopı́rovaných prvků je nejvýše n0 + k1 +
∑

i≥2 2ki ≤ n0 + 2k
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1 Přesněji: Uvažujeme přidávánı́ a mazánı́ prvků ze zásobnı́ku.
2 V analýze počı́táme pouze čas na realokaci pole. Všechny ostatnı́ činnost při

operacı́ch INSERT i DELETE trvajı́ O(1) v nejhoršı́m čase. Zajı́má nás počet
zkopı́rovaných prvků při realokaci, protože předpokládáme, že kopı́rovánı́ jednoho
prvku trvá O(1).

3 Po realokaci a zkopı́rovánı́ je nové pole z poloviny plné. Musı́me tedy přidat n
prvků nebo smazat n/2 prvků, aby došlo k dalšı́ realokaci.

4 Nejhoršı́m přı́padem je posloupnost INSERT, kdy zdvojnásobı́me počet prvků,
které poté musı́me realokovat.
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Dynamické pole

Potenciálnı́ metoda
Uvažujme potenciál

Φ =


0 pokud p = 2n
n pokud p = n
n pokud p = 4n

a tyto tři body rozšı́řı́me po částech lineárnı́ funkcı́

Explicitně

Φ =

{
2n − p pokud p ≤ 2n
p/2− n pokud p ≥ 2n

Změna potenciálu při jedné operaci bez realokace je Φ′ − Φ ≤ 2 1

Skutečný počet zkopı́rovaných prvků T vždy splňuje T + (Φ′ − Φ) ≤ 2

Celkový počet zkopı́rovaných prvků při k operacı́ch je nejvýše
2k + Φ0 − Φk ≤ 2k + n0

Celkový čas k operacı́ je O(n0 + k)

Amortizovaný čas jedné operace je O(1)
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1

Φ′ − Φ =


2 pokud přidáváme a p ≤ 2n
−2 pokud mažeme a p ≤ 2n
−1 pokud přidáváme a p ≥ 2n
1 pokud mažeme a p ≥ 2n
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2 Vyhledávacı́ stromy
BB[α]-strom
Splay stromy
(a,b)-stromy
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3 Cache-oblivious algoritmy

4 Haldy
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Binárnı́ vyhledávacı́ strom

Vlastnosti
Binárnı́ strom (každý vrchol obsahuje nejvýše dva syny)

Klı́č v každém vnitřnı́m vrcholu je většı́ než všechny klı́če v levém podstromu a
menšı́ než všechny klı́če v pravém podstromu

Prvky mohou být uloženy pouze v listech nebo též ve vnitřnı́ch vrcholech (u
každého klı́če je uložena i hodnota)

Přı́klad

10

5

2 7

6 9

13

12 14

Složitost

Pamět’: O(n)

Časová složitost operace Find je lineárnı́ ve výšce stromu

Výška stromu může být až n − 1
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Váhově vyvážené stromy: BB[α]-strom

BB[α]-strom (Nievergelt, Reingold [18])

Binárnı́ vyhledávacı́ strom 1

Počet vrcholů v podstromu vrcholu u označme su 2

Pro každý vrchol u platı́, že podstromy obou synů u musı́ mı́t nejvýše αsu vrcholů
3

Zřejmě musı́ platit 1
2 < α < 1 4

Výška BB[α]-stromu

Podstromy všech vnuků kořene majı́ nejvýše α2n vrcholů

Podstromy všech vrcholů v i-té vrstvě majı́ nejvýše αin vrcholů

αin ≥ 1 jen pro i ≤ log 1
α

(n)

Výška BB[α]-stromu je Θ(log n)

Operace BUILD: Vytvořenı́ BB[α]-stromu ze setřı́děného pole
Prostřednı́ prvek dáme do kořene

Rekurzivně vytvořı́me oba podstromy

Časová složitost je O(n)
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1 V přednášce budeme předpokládat, že prvky jsou uloženy ve všech vrcholech, i
když existuje varianta BB[α]-stromů majı́cı́ prvky jen v listech.

2 Do su započı́táváme i vrchol u.
3 V literatuře můžeme najı́t různé varianty této podmı́nky. Podstatné je, aby oba

podstromy každého vrcholu měli ”zhruba“ stejný počet vrcholů.
4 Pro α = 1

2 lze BB[α]-strom sestrojit, ale operace INSERT a DELETE by byly časově
náročné. Pro α = 1 by výška BB[α]-strom mohla být lineárnı́.
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BB[α]-strom: Operace INSERT a DELETE

Operace INSERT (DELETE je analogický)

Najı́t list pro nový prvek a uložit do něho nový prvek (složitost: O(log n))

Jestliže některý vrchol porušuje vyvažovacı́ podmı́nku, tak celý jeho podstrom
znovu vytvořı́me operacı́ BUILD (složitost: amortizovaná analýza) 1 2

Amortizovaná časová složitost operacı́ INSERT a DELETE: Agregovaná metoda

Jestliže podstrom vrcholu u po provedenı́ operace BUILD má su vrcholů, pak dalšı́
porušenı́ vyvažovacı́ podmı́nky pro vrchol u nastane nejdřı́ve po Ω(su)
přidánı́/smazánı́ prvků v podstromu vrcholu u (cvičenı́)

Rebuild podstromu vrcholu u trvá O(su)

Amortizovaný čas vyvažovanı́ jednoho vrcholu je O(1) 3

Při jedné operaci INSERT/DELETE se prvek přidá/smaže v Θ(log n) podstromech

Amortizovaný čas vyvažovanı́ při jedné operaci INSERT nebo DELETE je O(log n)

Jaký je celkový čas k operacı́? 4
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1 Při hledánı́ listu pro nový vrchol stačı́ na cestě od kořene k listu kontrolovat, zda se
přidánı́m vrcholu do podstromu syna neporušı́ vyvažovacı́ podmı́nka. Pokud se v
nějakém vrcholu podmı́nka porušı́, tak se hledánı́ ukončı́ a celý podstrom včetně
nového prvku znovu vybuduje.

2 Existujı́ pravidla pro rotovánı́ BB[α]-stromů, ale ta se nám dnes nehodı́.
3 Operace BUILD podstromu vrcholu u trvá O(su) a mezi dvěma operacemi BUILD

podstromu u je Ω(su) operacı́ INSERT nebo DELETE do podstromu u. Všimněte si
analogie a dynamickým polem.

4 Intuitivně bychom mohli řı́ct, že v nejhoršı́m přı́padě BB[α]-strom nejprve
vyvážı́me v čase O(n) a poté provádı́me jednotlivé operace, a proto celkový čas je
O(n + k log n), ale nenı́ to pravda. Proč?
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BB[α]-strom: Operace INSERT a DELETE

Amortizovaná časová složitost operacı́ INSERT a DELETE: Potenciálnı́ metoda
V této analýze uvažujeme jen čas na postavenı́ podstromu, zbytek trvá O(log n)

Potenciál vrcholu u definován

Φ(u) =

{
0 pokud |sl(u) − sr(u)| ≤ 1
|sl(u) − sr(u)| jinak,

kde l(u) a r(u) jsou levý a pravý synové u.

Potenciál BB[α]-stromu Φ je součet potenciálů vrcholů

Při vloženı́/smazánı́ prvku se potenciál Φ(u) jednoho vrcholu zvýšı́ nejvýše o 2 1

Pokud nenastane Rebuild, pak se potenciál stromu zvýšı́ nejvýše o O(log(n)) 2

Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak Φ(u) ≥ αsu − (1− α)su ≥ (2α− 1)su

Po rekonstrukci majı́ všechny vrcholy v podstromu u nulový potenciál 3

Při rekonstrukci poklesne potenciál Φ alespoň o Ω(su), což zaplatı́ čas na
rekonstrukci

Dále platı́ 0 ≤ Φ ≤ hn = O(n log n), kde h je výška stromu 4

Celkový čas na k operacı́ INSERT nebo DELETE je O((k + n) log n)
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1 Potenciál se změnı́ právě o 2, jestli rozdı́l velikostı́ podstromů se změnı́ z 1 na 2
nebo opačně. Jinak se potenciál změnı́ právě o 1.

2 Potenciál se může změnit pouze vrcholům na cestě z kořene do
nového/smazaného vrcholu a těch je O(log n).

3 Právě zde potřebujeme, aby potenciál vrcholu byl nulový, i když se velikosti
podstromů jeho synů lišı́ o jedna.

4 Součet potenciálů všech vrcholů v jedné libovolné vrstvě je nejvýše n, protože
každý vrchol patřı́ do nejvýše jednoho podstromu vrcholu z dané vrstvy. Tudı́ž
potenciál stromu Φ je vždy nejvýše nh. Též lze nahlédnout, že každý vrchol je
započı́tán v nejvýše h potenciálech vrcholů.
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Staticky optimálnı́ strom

Cı́l
Pro danou posloupnost operacı́ FIND najı́t binárnı́ vyhledávacı́ strom minimalizujı́cı́
celkovou dobu vyhledávánı́.

Formálně

Máme prvky x1, . . . , xn s váhami w1, . . . ,wn. Cena stromu je
∑n

i=1 wihi , kde hi je
hloubka prvku xi . Staticky optimálnı́ strom je binárnı́ vyhledávacı́ strom s minimálnı́
cenou.

Konstrukce (cvičenı́)

O
(
n3) – triviálně dynamickým programovánı́m

O
(
n2) – vylepšené dynamické programovánı́ (Knuth [14])

Jak postupovat, když neznáme váhy předem?
Pomocı́ rotacı́ bude udržovat často vyhledávané prvky blı́zko kořene

Operacı́ SPLAY ”rotujeme“ zadaný prvek až do kořene

Operace FIND vždy volá SPLAY na hledaný prvek
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Splay strom (Sleator, Tarjan [26]): Operace SPLAY prvku x

Zig rotace: Otec p prvku x je kořen
p

x

A B

C

x

A
p

B C

Zig-zig rotace: x a p jsou oba pravými nebo oba levými syny
g

p

x

A B

C

D

x

A
p

B
g

C D

Zig-zag rotace: x je pravý syn a p je levý syn nebo opačně
g

p

A
x

B C

D

x

p

A B

g

C D
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Uvažujeme buttom-up verzi, tj. prvek x nejprve najdeme a poté jej postupně rotujeme
nahoru, což znamená, že x vždy značı́ stejný vrchol postupně se přesouvajı́cı́ ke
kořeni a ostatnı́ vrcholy stromu jsou sousedé odpovı́dajı́cı́ dané rotaci.
Existuje též top-down verze [16], která vždy rotuje vnuka kořene, jehož podstrom
obsahuje prvek x . Tato verze je sice v praxi rychlejšı́, ale postup a analýza jsou
složitějšı́.
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Splay strom: Operace SPLAY prvku x

Zig-zag rotace jsou pouze dvě jednoduché rotace prvku x s aktuálnı́m otcem
g

p

A
x

B C

D

g

x

p

A B

C

D

x

p

A B

g

C D

Zig-zig rotace jsou taky dvě rotace,
g

p

x

A B

C

D

x

A
p

B
g

C D

p

x

A B

g

C D

ale dvě rotace prvku x s aktuálnı́m otcem by vedli ke špatnému výsledku
g

p

x

A B

C

D

g

x

A
p

B C

D

x

A
g

p

B C

D
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Splay strom: Amortizovaná analýza

Lemma
Pro a, b, c ∈ R+ splňujı́cı́ a + b ≤ c platı́ log2(a) + log2(b) ≤ 2 log2(c)− 2.

Důkaz

Platı́ 4ab = (a + b)2 − (a− b)2

Z nerovnostı́ (a− b)2 ≥ 0 a a + b ≤ c plyne 4ab ≤ c2

Zlogaritmovánı́m dostáváme log2(4) + log2(a) + log2(b) ≤ log2(c2)

Značenı́

Necht’ velikost s(x) je počet vrcholů v podstromu x (včetně x)

Potenciál vrcholu x je Φ(x) = log2(s(x))

Potenciál Φ stromu je součet potenciálů všech vrcholů

s′ a Φ′ jsou velikosti a potenciály po jedné rotaci

Předkládáme, že jednoduchou rotaci zvládneme v jednotkovém čase
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Lemma můžeme též dokázat pomocı́ Jensenovy nerovnosti, která tvrdı́:
Jestliže f je konvexnı́ funkce, x1, . . . , xn jsou čı́sla z definičnı́ho oboru f a w1, . . . ,wn

jsou kladné váhy, pak platı́ nerovnost

f
(∑n

i=1 wixi∑n
i=1 wi

)
≤
∑n

i=1 wi f (xi )∑n
i=1 wi

.

Jelikož funkce log je rostoucı́ a konkávnı́, dostáváme

log(a) + log(b)

2
≤ log

(
a + b

2

)
≤ log(c)− 1,

z čehož plyne zněnı́ lemmatu.
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Splay strom: Zig rotace

p

x

A B

C

x

A
p

B C

Analýza

Φ′(x) = Φ(p)

Φ′(p) < Φ′(x)

Φ′(u) = Φ(u) pro všechny ostatnı́ vrcholy u

Φ′ − Φ =
∑

u

(Φ′(u)− Φ(u))

= Φ′(p)− Φ(p) + Φ′(x)− Φ(x)

≤ Φ′(x)− Φ(x)
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Splay strom: Zig-zag rotace

g

p

A
x

B C

D

x

p

A B

g

C D

Analýza
1 Φ′(x) = Φ(g)

2 Φ(x) < Φ(p)

3 Φ′(p) + Φ′(g) ≤ 2Φ′(x)− 2
s′(p) + s′(g) ≤ s′(x)
Z lemmatu plyne log2(s′(p)) + log2(s′(g)) ≤ 2 log2(s′(x))− 2

4 Φ′ − Φ = Φ′(g)− Φ(g) + Φ′(p)− Φ(p) + Φ′(x)− Φ(x) ≤ 2(Φ′(x)− Φ(x))− 2
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Splay strom: Zig-zig rotace

g

p

x

A B

C

D

x

A
p

B
g

C D

Analýza

Φ′(x) = Φ(g)

Φ(x) < Φ(p)

Φ′(p) < Φ′(x)

s(x) + s′(g) ≤ s′(x)

Φ(x) + Φ′(g) ≤ 2Φ′(x)− 2

Φ′ − Φ = Φ′(g)− Φ(g) + Φ′(p)− Φ(p) + Φ′(x)− Φ(x) ≤ 3(Φ′(x)− Φ(x))− 2
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Splay strom: Analýza

Amortizovaný čas 1

Amortizovaný čas jedné zigzig nebo zigzag rotace:
T + Φ′ − Φ ≤ 2 + 3(Φ′(x)− Φ(x))− 2 = 3(Φ′(x)− Φ(x)) 2

Amortizovaný čas jedné zig rotace:
T + Φ′ − Φ ≤ 1 + Φ′(x)− Φ(x) ≤ 1 + 3(Φ′(x)− Φ(x))

Necht’ Φi je potenciál po i-té rotaci a Ti je skutečný čas i-té rotace

Amortizovaný čas (počet jednoduchých rotacı́) jedné operace SPLAY:∑
i-tá rotace

(Ti + Φi − Φi−1) ≤ 1 +
∑

i-tá rotace

3(Φi (x)− Φi−1(x))

≤ 1 + 3(Φkonec(x)− Φ0(x))

≤ 1 + 3 log2 n = O(log n)

3

Amortizovaný čas jedné operace SPLAY je O(log n)

Skutečný čas k operacı́ SPLAY

Potenciál vždy splňuje 0 ≤ Φ ≤ n log2 n

Rozdı́l mezi konečným a počátečnı́m potenciálem je nejvýše n log2 n

Celkový čas k operacı́ SPLAY je O((n + k) log n)
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1 Časy na nalezenı́ prvku a jeho SPLAY jsou stejné, a proto analyzujeme počet
rotacı́ při operaci SPLAY. Neúspěšná operace FIND dojde až k vrcholu majı́cı́
NULL v ukazateli, na kterém se vyhledávánı́ zastavı́. Na tento poslednı́ vrchol je
nutné zavolat SPLAY, aby opakovaná neúspěšná vyhledávánı́ měla amortizovanou
logaritmickou složitost.

2 T značı́ skutečný čas rotace, což je počet jednoduchých rotacı́ k provedenı́ rotace
zig, zigzig nebo zigzag.

3 Zig rotaci použijeme nejvýše jednou a proto započı́táme ”+1“. Rozdı́ly
Φ′(x)− Φ(x) se teleskopicky odečtou a zůstane nám rozdı́l potenciálů vrcholu x
na konci a na začátku operace SPLAY. Na počátku je potenciál vrcholu x
nezáporný a na konci je x kořenem, a proto jeho potenciál je log2(n).
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Splay strom: Operace INSERT

Vloženı́ prvku x
1 Začneme vyhledávánı́m klı́če x , které skončı́ ve vrcholu u 1

2 SPLAY(u)
3 Vložit nový vrchol s prvkem x 2

u

L R

u

x

L

R

Amortizovaná složitost
Operace FIND a SPLAY: O(log n)

Vloženı́m nového vrcholu potenciál Φ vzroste nejvýše o Φ′(x) + Φ′(u) ≤ 2 log2 n

Amortizovaná složitost operace INSERT je O(log n)
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1 u obsahuje klı́č, který je největšı́ ze všech uložených klı́čů menšı́ch než x nebo
nejmenšı́ ze všech uložených klı́čů než x . Pokud je x menšı́ nebo většı́ než
všechny klı́če, pak je u určen jednoznačně, jinak máme volbu ze dvou možných
vrcholů. Rozmysleme si, že poslednı́ navštı́vený vrchol při operaci FINDz
klasických binárnı́ch vyhledávacı́ch stromů splňuje popsané požadavky na vrchol
u.

2 Pokud nechceme mı́t ve stromu duplicitnı́ klı́če a klı́č vrcholu u je roven x , pak
vloženı́ neprovedeme. Nicméně je stále nutné zavolat SPLAY na vrchol u, jinak by
opakované pokusy o vloženı́ prvku x mohli být hodně drahé.
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Splay strom: Operace Delete

Algoritmus

1 Splay(x)
2 L← levý podstrom x
3 if L je prázdný then
4 Smazat vrchol x
5 else
6 Najı́t největšı́ prvek a v L
7 Splay(a)
8 L′ ← levý podstrom a

# a nemá pravého syna
9 Sloučit vrcholy x a a

Pokud L je neprázdný, tak

x

L R

x

a

L’

R

a

L’ R
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Dalšı́ vlastnosti splay stromů

Věta (vyhledávánı́ prvků v rostoucı́m pořadı́)
Jestliže posloupnost vyhledávánı́ S obsahuje prvky v rostoucı́m pořadı́, tak celkový čas
na vyhledávánı́ S ve splay stromu je O(n). 1

Věta (statická optimalita)

Necht’ T je statický strom, cT (x) je počet navštı́vených vrcholů při hledánı́ x a
x1, . . . , xm je posloupnost obsahujı́cı́ všechny prvky. Pak libovolný splay strom provede
O
(∑m

i=1 cT (xi )
)

operacı́ při hledánı́ x1, . . . , xm. 2

Hypotéza (dynamická optimalita)

Necht’ T je binárnı́ vyhledávacı́ strom, který prvek x hledá od kořene vrcholu obsahujı́cı́
x a přitom provádı́ libovolné rotace. Cena jednoho vyhledánı́ prvky je počet
navštı́vených vrcholů plus počet rotacı́ a cT (S) je součet cen vyhledánı́ prvků v
posloupnosti S. Pak cena vyhledánı́ posloupnosti S v splay stromu je O(n + cT (S)). 3
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1 n je opět počet prvků ve stromu a počátečnı́ splay strom může mı́t prvky
rozmı́stěné libovolně.

2 Každý prvek uložený ve stromě musı́me aspoň jednou najı́t. Počátečnı́ splay strom
může mı́t prvky rozmı́stěné libovolně.

3 V dynamické optimalitě může T při vyhledávánı́ provádět rotace, takže může být
rychlejšı́ než staticky optimálnı́ strom, napřı́klad když S často po sobě vyhledává
stejný prvek.
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Splay stromy: Výhody a aplikace

Výhody a nevýhody Splay stromů

+ Nepotřebuje pamět’ na speciálnı́ přı́znaky 1

+ Efektivně využı́vajı́ procesorové cache (Temporal locality)

- Rotace zpomalujı́ vyhledávánı́

- Vyhledávánı́ nelze jednoduše paralelizovat

- Výška stromu může být i lineárnı́ 2

Aplikace

Cache, virtuálnı́ pamět’, sı́tě, file system, komprese dat, . . .

Windows, gcc compiler and GNU C++ library, sed string editor, Fore Systems
network routers, Unix malloc, Linux loadable kernel modules, . . .
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1 Červeno-černé stromy potřebujı́ v každém vrcholu jeden bit na barvu, AVL stromy
jeden bit na rozdı́l výšek podstromů synů.

2 Když vyhledáme všechny prvky v rostoucı́m pořadı́, pak strom zdegeneruje na
cestu. Proto splay strom nenı́ vhodný v real-time systémech.
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1. domácı́ úkol: Splay stromy

Stručné zadánı́
Implementujte Splay strom s operacemi SPLAY, FIND, INSERT

Implementujte ”naivnı́ Splay strom“, který v operaci SPLAY naivně použı́vá jen
jednoduché rotace mı́sto dvojitých

Měřte průměrnou hloubku hledaného prvku při operacı́ch FIND

Analyzujte závislost průměrné hloubky hledaných prvků na počtu prvků v Splay
stromu a velikosti hledané podmnožiny

Analyzujte průměrnou hloubku hledaných prvků v několika testech

Napište program, který spočı́tá průměrnou hloubek prvků ve staticky optimálnı́m
stromu pro danou posloupnost vyhledávánı́

Srovnejte průměrné hloubky hledaných prvků ve Splay stromu a ve staticky
optimálnı́m stromu

Termı́n odevzdánı́: 28. 10. 2018, předtermı́n 21.10.2018

Generátor dat a dalšı́ podrobnosti: https://ktiml.mff.cuni.cz/˜fink/
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Vyhledávacı́ strom

Vlastnosti
Vnitřnı́ vrcholy majı́ libovolný počet synů (typicky alespoň dva)

Vnitřnı́ vrchol s k syny má k − 1 setřı́děných klı́čů

V každém vnitřnı́m vrcholu je i-tý klı́č většı́ než všechny klı́če v i-tém podstromu a
menšı́ než všechny klı́če v (i + 1) podstromu pro všechny klı́če i

Prvky mohou být uloženy pouze v listech nebo též ve vnitřnı́ch vrcholech (u
každého klı́če je uložena i hodnota)

Přı́klad

20

3 5 8 15

1 4 7 9 17

30 35

22

21 23

33 99
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight [1])

Vlastnosti
a, b jsou celá čı́sla splňujı́cı́ a ≥ 2 a b ≥ 2a− 1

(a,b)-strom je vyhledávacı́ strom

Všechny vnitřnı́ vrcholy kromě kořene majı́ alespoň a synů a nejvýše b synů

Kořen má nejvýše b synů

Všechny listy jsou ve stejné výšce

Pro zjednodušenı́ uvažujeme, že prvky jsou jen v listech

Přı́klad: (2,4)-strom

20

3 5 8

1 4 7 9

30 35

22 33 99
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vložte prvek s klı́čem 4 do následujı́cı́ho (2,4)-stromu

3

1

1 3

5 6 7

5 6 7 8

Nejprve najdeme správného otce, jemuž přidáme nový list

3

1

1 3

4 5 6 7

4 5 6 7 8

Opakovaně rozdělujeme vrchol na dva

3 5

1

1 3

4

4 5

6 7

6 7 8
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(a,b)-strom: Operace Insert

Algoritmus

1 Najı́t otce v , kterému nový prvek patřı́
2 Přidat nový list do v
3 while deg(v) > b do

# Najdeme otce u vrcholu v
4 if v je kořen then
5 Vytvořit nový kořen u s jediným synem v
6 else
7 u ← otec v

# Rozdělı́me vrchol v na v a v ′

8 Vytvořit nového syna v ′ otci u a umı́stit jej vpravo vedle v
9 Přesunout nejpravějšı́ch b(b + 1)/2c synů vrcholu v do v ′

10 Přesunout nejpravějšı́ch b(b + 1)/2c − 1 klı́čů vrcholu v do v ′

11 Přesunout poslednı́ klı́č vrcholu v do u
12 v ← u

Časová složitost
Lineárnı́ ve výšce stromu (předpokládáme, že a, b jsou pevné parametry)
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Musı́me ještě dokázat, že po provedenı́ všech operacı́ doopravdy dostaneme
(a,b)-strom. Ověřı́me, že rozdělené vrcholy majı́ alespoň a synů (ostatnı́ požadavky
jsou triviálnı́). Rozdělovaný vrchol má na počátku právě b + 1 synů a počet synů po
rozdělenı́ je

⌊ b+1
2

⌋
a
⌈ b+1

2

⌉
. Protože b ≥ 2a− 1, počet synů po rozdělenı́ je alespoň⌊ b+1

2

⌋
≥
⌊ 2a−1+1

2

⌋
= bac = a.
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smažte prvek s klı́čem 4 z následujı́cı́ho (2,4)-stromu

3 5

1

1 3

4

4 5

6 7

6 7 8

Nalezneme a smažeme list

3 5

1

1 3

.

5

6 7

6 7 8

Přesuneme jedno syna od bratra nebo spojı́me vrchol s bratrem

3 6

1

1 3

5

5 6

7

7 8

5

1 3

1 3 5

6 7

6 7 8
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(a,b)-strom: Operace Delete

Algoritmus

1 Najı́t list l obsahujı́cı́ prvek s daným klı́čem
2 v ← otec l
3 Smazat l
4 while deg(v) < a & v nenı́ kořen do
5 u ← sousednı́ bratr v
6 if deg(u) > a then
7 Přesunout správného syna u pod v 1

8 else
9 Přesunout všechny syny u pod v 2

10 Smazat u
11 if v nemá žádného bratra then
12 Smazat kořen (otec v ) a nastavit v jako kořen
13 else
14 v ← otec v
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1 Při přesunu je nutné upravit klı́če ve vrcholech u, v a jejich otci.
2 Vrchol u měl a, vrchol v měl a− 1 synů. Po jejich sjednocenı́ máme vrchol s

2a− 1 ≤ b syny.

Jirka Fink Datové struktury I 44



(a,b)-strom: Analýza

Výška

(a,b)-strom výšky d má alespoň ad−1 a nejvýše bd listů.

Výška (a,b)-stromu splňuje logb n ≤ d ≤ 1 + loga n.

Složitost

Časová složitost operacı́ Find, Insert and Delete je O(log n).

Počet modifikovaných vrcholů při vytvořenı́ stromu operacı́ Insert
Vytvářı́me (a,b)-strom pomocı́ operace Insert

Zajı́má nás celkový počet vyvažovacı́ch operacı́ 1

Při každém štěpenı́ vrcholu vytvořı́me nový vnitřnı́ vrchol

Po vytvořenı́ má strom nejvýše n vnitřnı́ch vrcholů

Celkový počet štěpenı́ je nejvýše n a počet modifikacı́ vrcholů je O(n)

Amortizovaný počet modifikovaných vrcholů na jednu operaci Insert je O(1)
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1 Při jedné vyvažovacı́ operaci (štěpenı́ vrcholu) je počet modifikovaných vrcholů
omezený konstantou (štěpený vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou počty
modifikovaných vrcholů a vyvažovacı́ch operacı́ stejné.
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(a,b)-strom: Paralelnı́ přı́stup

Cı́l
Umožnit efektnı́ paralelizaci operacı́ Find, Insert a Delete (předpoklad: b ≥ 2a).

Operace Insert
Preventivně rozdělit každý vrchol na cestě od kořene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholu.

Operace Delete
Preventivně sloučit každý vrchol na cestě od kořene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo přesunout synovce.
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(a,b)-strom: Paralelnı́ přı́stup: Přı́klad

Vložte prvek s klı́čem 6 do následujı́cı́ho (2,4)-stromu
10 20 35

3 5 8

1 4 7 9

13 15 18

11 14 17 19

30

22 32

42

40 50

Nejprve rozdělı́me kořen
20

10

3 5 8

1 4 7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50

Pak pokračujeme do levého syna, který taky rozdělı́me
20

5 10

3

1 4

8

7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50

Vrchol s klı́čem 8 nenı́ třeba rozdělovat a nový klı́č můžeme vložit
20

5 10

3

1 4

7 8

6 7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50

Jirka Fink Datové struktury I 47



A-sort (Guibas, McCreight, Plass, Roberts [10])

Cı́l
Setřı́dit ”skoro“ setřı́děné pole

Modifikace (a,b)-stromu
Máme uložený ukazatel na vrchol s nejmenšı́m klı́čem

Přı́klad: Vložte klı́č s hodnotou xi = 16
Začneme od vrcholu
s nejmenšı́m klı́čem a
postupujeme ke kořeni,
dokud xi nepatřı́
podstromu aktuálnı́ho
vrcholu

V rámci tohoto
podstromu spustı́me
operaci Insert

Výška podstromu je
Θ(log fi ), kde fi je počet
klı́čů menšı́ch než xi

20 40

12

8

6 9

15

13 18

Prvek xi = 16
patřı́ do tohoto
podstromu

Nejmenšı́ klı́č
Výška podstromu
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A-sort: Algoritmus

Input: Posloupnost x1, x2, . . . , xn

1 T ← prázdný (a,b)-strom
2 for i ← n to 1 # Prvky procházı́me od konce
3 do

# Najdeme podstrom, do kterého vložı́me xi

4 v ← list s nejmenšı́m klı́čem
5 while v nenı́ kořen a xi je většı́ než nejmenšı́ klı́č v otci vrcholu v do
6 v ← otec v

7 Vložı́me xi do podstromu vrcholu v
Output: Projdeme celý strom a vypı́šeme všechny klı́če (in-order traversal)
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A-sort: Složitost (Brown, Tarjan [3], Mehlhorn [17])

Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým průměrem

Jestliže a1, . . . , an nezáporná reálná čı́sla, pak platı́

∑n
i=1 ai

n
≥ n

√√√√ n∏
i=1

ai .

Časová složitost
1 Necht’ fi = | {j > i ; xj < xi} | je počet klı́čů menšı́ch než xi , které již jsou ve stromu

při vkládánı́ xi

2 Necht’ F = | {(i , j); i > j , xi < xj} | =
∑n

i=1 fi je počet inverzı́
3 Složitost nalezenı́ podstromu, do kterého xi patřı́: O(log fi )
4 Nalezenı́ těchto podstromů pro všechny podstromy∑

i log fi = log
∏

i fi = n log n
√∏

i fi ≤ n log
∑

i fi
n = n log F

n .
1

5 Rozdělovánı́ vrcholů v průběhu všech operacı́ Insert: O(n)

6 Celková složitost: O(n + n log(F/n))

7 Složitost v nejhoršı́m přı́padě: O(n log n) protože F ≤
(n

2

)
8 Jestliže F ≤ n log n, pak složitost je O(n log log n) 2
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1 Mı́sto AG nerovnosti můžeme použı́t Jensenovu nerovnost, ze které přı́mo plyne∑
i log fi
n ≤ log

∑
i fi

n .
2 Tento algoritmus je bohužel efektivnı́ jen pro ”hodně skoro”setřı́děné posloupnosti.

Jestliže počet inverzı́ je n1+ε, pak dostáváme složitost třı́děnı́ O(n log n), kde ε je
libovolně malé kladné čı́slo.
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(a,b)-strom: Závěr

Počet modifikovaných vrcholů při operacı́ Insert a Delete [12]
Předpoklad: b ≥ 2a

Počet modifikovaných vrcholů při l operacı́ch Insert a k Delete je O(k + l + log n)

Amortizovaný počet modifikovaných vrcholů při operacı́ch Insert a Delete je O(1)

Podobné datové struktury
B-tree, B+ tree, B* tree

2-4-tree, 2-3-4-tree, etc.

Aplikace
File systems např. Ext4, NTFS, HFS+

Databáze
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Červeno-černé stromy (Guibas, Sedgewick [11])

Definice
1 Binárnı́ vyhledávacı́ strom s prvky uloženými ve všech vrcholech
2 Každý vrchol je černý nebo červený
3 Všechny cesty od kořene do listů obsahujı́ stejný počet černých vrcholů
4 Otec červeného vrcholu musı́ být černý
5 Listy jsou černé 1

Přı́klad

50

20

10

NIL NIL

25

22

NIL NIL

28

NIL NIL

80

66

NIL NIL

97

NIL 99

NIL NIL

Jirka Fink Datové struktury I 53



1 Nepovinná podmı́nka, která jen zjednodušuje operace. V přı́kladu uvažujeme, že
listy jsou reprezentovány NIL/NULL ukazateli, a tedy imaginárnı́ vrcholy bez prvků.
Někdy se též vyžaduje, aby kořen byl černý, ale tato podmı́nka nenı́ nutná,
protože kořen můžeme vždy přebarvit na černo bez porušenı́ ostatnı́ch podmı́nek.
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Červeno-černé stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Vrchol bez červených synů

2

1 3

2

1 3

Vrchol s jednı́m čevneným synem 1

10

5 20

15 25

10 20

5 15 25

Vrchol s dvěma červenými syny

3 5 8

1 4 7 9

5

3

1 4

8

7 9
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1 Převod mezi červeno-černými stromy a (2,4)-stromy nenı́ jednoznačný, protože
vrchol (2,4)-stromu se třemi syny a prvky x < y lze převést na černý vrchol
červeno-černého stromu s prvkem x a pravým červeným synem y nebo s prvkem
y a levým červeným synem x .
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Červeno-černé stromy: Operace Insert

Vytvořenı́ nového vrcholu
Najı́t list pro nový prvek n

Přidat nový vrchol

p

NIL NIL

p

NIL n

NIL NIL

Pokud otec p je červený, pak je nutné strom vybalancovat

Balancovánı́
Vrchol n a jeho otec p jsou červené vrcholy a toto je jediná porušená podmı́nka

Děda g vrcholu n je černý

Musı́me uvažovat tyto přı́pady:

Strýc u je černý nebo červený

Vrchol n je pravým nebo levým synem p (podobně pro vrchol p) 1
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1 S využitı́m symetriı́ lze počet přı́padů snı́žit.
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Červeno-černé stromy: Operace Insert, strýc je černý

g

p

n

1 2

3

u

p

n

1 2

g

3 u

n p g

1 2 3 u

Pořadı́ prvků v (2,4)-stromu a výsledný červeno-černý strom závisı́ na tom, zda vrchol
n je pravým nebo levým synem p a zda vrchol p je pravým nebo levým synem g.
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Červeno-černé stromy: Operace Insert, strýc je červený

g

p

n

1 2

3

u

4 5

g

p

n

1 2

3

u

4 5

. . . g . . .

n p

1 2 3

u

4 5

n p g u

1 2 3 4 5

Po rozdělenı́ vrchol (2,4)-stromu se prvek g přesouvá do otce, a proto je vrchol g
červený.

Jirka Fink Datové struktury I 57



Červeno-černé stromy: Vlastnosti

Důsledky ekvivalence s (2,4)-stromy

Výška červeno-černého stromu je Θ(log n) 1

Časová složitost operacı́ Find, Insert a Delete je O(log n)

Amortizovaný počet modifikovaných vrcholů při operacı́ Insert a Delete je O(1)

Paralelnı́ přı́stup (top-down balancovánı́)

Aplikace
Asociativnı́ pole např. std::map and std::set v C++, TreeMap v Java

The Completely Fair Scheduler in the Linux kernel

Computational Geometry Data structures

Jirka Fink Datové struktury I 58



1 Počet černých vrcholů na cestě ke kořeni je stejný jako výška odpovı́dajı́cı́ho
(2,4)-stromu, a tedy výška červeno-černého stromu je nejvýše dvojnásobek výšky
(2,4)-stromu.
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Pamět’ová hierarchie

Přı́klad velikostı́ a rychlostı́ různých typů pamětı́

velikost rychlost
L1 cache 32 KB 223 GB/s
L2 cache 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s
RAM 32 GB 23 GB/s
SDD 112 GB 448 MB/s
HDD 2 TB 112 MB/s

Triviálnı́ program

# Inicializace pole 32-bitových čı́sel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d # Vezmeme každou d-tou pozici a vytvořı́me cyklus

3 A[i]=0, i=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d
# Počet operacı́ je nezávislý na n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i] # Dokola procházı́me cyklus d-tých pozic
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Pamět’ová hierarchie: Triviálnı́ program

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
0

5

10

15

log2 n

Č
as

[s
]

d=211

d=210

d=29

d=28

d=27

d=26

d=25

d=24

d=23

d=22
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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999 [9])

Zjednodušený model paměti
Uvažujme pouze na dvě úrovně paměti: pomalý disk a rychlá cache

Pamět’ je rozdělená na bloky (stránky) velikosti B 1

Velikost cache je M, takže cache má P = M
B bloků

Procesor může přistupovat pouze k datům uložených v cache

Pamět’ je plně asociativnı́ 2

Data se mezi diskem a cache přesouvajı́ po celých blocı́ch a našim cı́lem je určit
počet bloků načtených do cache

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zná hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (např. velikost vrcholu
B-stromu při ukládánı́ dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musı́ efektivně fungovat bez znalostı́ hodnot M a B. Důsledky:

Nenı́ třeba nastavovat parametry programu, který je tak přenositelnějšı́

Algoritmus dobře funguje mezi libovolnými úrovněmi paměti (L1 – L2 – L3 – RAM)
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1 Pro zjednodušenı́ předpokládáme, že jeden prvek zabı́rá jednotkový prostor, takže
do jednoho bloku se vejde B prvků.

2 Předpokládáme, že každý blok z disku může být uložený na libovolné pozici v
cache. Tento předpoklad výrazně zjednodušuje analýzu, i když na reálných
počı́tačı́ch moc neplatı́, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Cache-oblivious analýza: Scanning

Přečtenı́ souvislého pole (výpočet maxima, součtu a podobně)

Prvek Blok Pamět’

n
B

Minimálnı́ možný počet přenesených bloků je dn/Be.
Skutečný počet přenesených bloků je nejvýše dn/Be+ 1.

Předpokládáme, že máme k dispozici O(1) registrů k uloženı́ iterátoru a maxima.

Obrácenı́ pole
Počet přenesených bloků je stejný za předpokladu, že P ≥ 2.
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Cache-oblivious analýza: Binárnı́ halda a vyhledávánı́

Binárnı́ halda v poli: Průchod od listu ke kořeni

Čtené prvky BlokZačátek haldy

1 Cesta má Θ(log n) vrcholů
2 Poslednı́ch Θ(log B) vrcholů ležı́ v nejvýše dvou blocı́ch
3 Ostatnı́ vrcholy jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch
4 Θ(log n − log B) = Θ(log n

B ) přenesených bloků 1

Binárnı́ vyhledávánı́

Porovnáváme Θ(log n) prvků s hledaným prvkem 2

Poslednı́ch Θ(log B) prvků je uloženo v nejvýše dvou blocı́ch

Ostatnı́ prvky jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch

Θ(log n − log B) přenesených bloků
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1 Přesněji Θ(max {1, log n − log B}). Dále předpokládáme, že n ≥ B.
2 Pro jednoduchost uvažujeme neúspěšné vyhledávánı́.

Jirka Fink Datové struktury I 64



Cache-oblivious analýza: Mergesort

Přı́pad n ≤ M/2

Celé pole se vejde do cache, takže přenášı́me 2n/B +O(1) bloků. 1

Schéma

n
n/2
n/4

...
z

...
1

Délka spojovaných polı́

log2 n

log2(n/z)

log2 z

Výška stromu rekurze

Přı́pad n > M/2
1 Necht’ z je maximálnı́ velikost pole, která může být setřı́děná v cache 2

2 Platı́ z ≤ M
2 < 2z

3 Slitı́ jedné úrovně vyžaduje 2 n
B + 2 n

z +O(1) = O
( n

B

)
přenosů. 3

4 Počet přenesených bloků je O
( n

B

) (
1 + log2

n
z

)
= O

( n
B log n

M

)
. 4
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1 Polovina cache je použita na vstupnı́ pole a druhá polovina na slité pole.
2 Pro jednoduchost předpokládáme, že velikosti polı́ v jedné úrovni rekurze jsou

stejné. z odpovı́dá velikosti pole v úrovni rekurze takové, že dvě pole velikost z/2
mohou být slity v jedno pole velikost z.

3 Slitı́ všech polı́ v jedné úrovni do polovičnı́ho počtu polı́ dvojnásobné délky
vyžaduje přečtenı́ všech prvků. Navı́c je třeba uvažovat nezarovnánı́ polı́ a bloků,
takže hraničnı́ bloky mohou patřit do dvou polı́.

4 Funnelsort přenese O
( n

B logP
n
B

)
bloků.
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Triviálnı́ přı́stup

Strategie pro výměnu stránek v cache

OPT: Optimálnı́ off-line algoritmus předpokládajı́cı́ znalost všech přı́stupů do paměti

FIFO: Z cache smažeme stránku, která je ze všech stránek v cachi nejdelšı́ dobu

LRU: Z cache smažeme stránku, která je ze všech stránek v cachi nejdéle nepoužitá

Triviálnı́ algoritmus pro transpozici matice A velikost k × k

1 for i ← 1 to k do
2 for j ← i + 1 to k do
3 Swap(Aij , Aji )

Předpoklady
Uvažujeme pouze přı́pad

B < k : Do jednoho bloku cache se nevejde celá řádka matice

P < k : Do cache se nevejde celý sloupec matice
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Triviálnı́ přı́stup

Přı́klad: Representace matice 5× 5 v paměti

11 12 13 14 15 21 22 23 24 25 31 32 33 34 35 41 42 43 44 45 51 52 53 54 55

LRU a FIFO strategie

Při čtenı́ matice po sloupcı́ch si cache pamatuje poslednı́ch P řádků, takže při čtenı́
prvku A3,2 již prvek A3,1 nenı́ v cache. Počet přenesených bloků je Ω(k2).

OPT strategie
1 Transpozice prvnı́ho řádku/sloupce vyžaduje alespoň k − 1 přenosů.
2 Nejvýše P prvků z druhého sloupce zůstane v cache.
3 Proto transpozice druhého řádku/sloupce vyžaduje alespoň k − P − 2 přenosů.
4 Transpozice i-tého řádku/sloupce vyžaduje alespoň max {0, k − P − i} přenosů.
5 Celkový počet přenosu je alespoň

∑k−P
i=1 k − P − i = Ω

(
(k − P)2).
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Cache-aware přı́stup

Cache-aware algoritmus pro transpozici matice A velikost k × k

# Nejprve si rozdělı́me danou matici na submatice velikosti z × z
1 for (i = 0; i < k ; i+ = z) do
2 for (j = i ; j < k ; j+ = z) do

# Transponujeme submatici začı́najı́cı́ na pozici (i , j)
3 for (ii = i ; ii < min(k , i + z); ii + +) do
4 for (jj = max(j , ii + 1); jj < min(k , j + z); jj + +) do
5 Swap(Aii,jj , Ajj,ii )

Hodnocenı́
Optimálnı́ hodnota z závisı́ na konkrétnı́m počı́tači

Využı́váme jen jednu úroveň cache

Při správně zvolené hodnotě z bývá tento postup nejrychlejšı́
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

Idea
Rekurzivně rozdělı́me na submatice

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
AT =

(
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

)
Matice A11 a A22 se transponujı́ podle stejného schématu, ale A12 a A21 se prohazujı́.
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

1 Procedure transpose on diagonal(A)
2 if Matice A je malá then
3 Transponujeme matici A triviálnı́m postupem
4 else
5 A11,A12,A21,A22 ← souřadnice submatic
6 transpose on diagonal(A11)
7 transpose on diagonal(A22)
8 transpose and swap(A12,A21)

9 Procedure transpose and swap(A,B)
10 if Matice A a B jsou malé then
11 Prohodı́me a transponujeme matice A a B triviálnı́m postupem
12 else
13 A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22 ← souřadnice submatic
14 transpose and swap(A11,B11)
15 transpose and swap(A12,B21)
16 transpose and swap(A21,B12)
17 transpose and swap(A22,B22)
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Všimněme si, že matice A a B musı́ mı́t posice symetrické podle hlavnı́ diagonály
původnı́ matice, a proto ve skutečnosti funkci transpose and swap() stačı́
předávat pozice matici A.

Ve funkci transpose on diagonal musı́ být matice A čtvercová a ležet na
hlavnı́ diagonále, a proto stačı́ předávat x-ovou souřadnici a řád matice.
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Cache-oblivious analýza: Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

Analýza počtu přenesených bloků
1 Předpoklad ”Tall cache“: M ≥ 4B2, tj. počet bloků je alespoň 4B 1

2 Necht’ z je maximálnı́ velikost submatice, ve které se jeden řádek vejde do
jednoho bloku 2

3 Platı́: z ≤ B ≤ 2z
4 Jedna submatice z × z je uložena v nejvýše 2z ≤ 2B blocı́ch
5 Dvě submatice z × z se vejdou do cache 3

6 Transpozice matice typu z × z vyžaduje nejvýše 4z přenosů
7 Máme (k/z)2 submatic velikosti z

8 Celkový počet přenesených bloků je nejvýše k2

z2 · 4z ≤ 8k2

B = O
(

k2

B

)
9 Tento postup je optimálnı́ až na multiplikativnı́ faktor 4
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1 Stačilo by předpokládat, že počet bloků je alespoň Ω(B). Máme-li alespoň 4B
bloků, pak je postup algebraicky jednoduššı́.

2 Pokud začátek řádky nenı́ na začátku bloku, tak je jeden řádek submatice uložen
ve dvou blocı́ch.

3 Funkce transpose and swap pracujeme se dvěma submaticemi.
4 Celá matice je uložena v alespoň k2

B blocı́ch paměti.
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Cache-oblivious analýza: Reprezentace binárnı́ch stromů

Cı́l
Sestrojit reprezentaci binárnı́ho stromu efektivně využı́vajı́cı́ cache.
Počı́táme počet načtených bloků při průchodu cesty z listu do kořene.

Binárnı́ halda
Velmi neefektivnı́: Počet přenesených bloků je Θ(log n − log B) = Θ(log n

B )

B-regulárnı́ halda, B-strom

Výška stromu je logB(n) + Θ(1) 1

Jeden vrchol je uložen v nejvýše dvou blocı́ch

Počet načtených bloků je Θ(logB(n)) 2

Nevýhody: cache-aware a chtěli jsme binárnı́ strom

Převedenı́ na binárnı́ strom
Každý vrchol B-regulárnı́ haldy nahradı́me binárnı́m stromem.
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1 Platı́ pro B-regulárnı́ haldu. B-strom má výšku Θ(logB(n).
2 Asymptoticky optimálnı́ řešenı́ — důkaz je založen na Information theory.
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Cache-oblivious analýza: Reprezentace binárnı́ch stromů

a1 a a2

b1 b b2

f1 f f2 g1 g g2

c1 c c2 d1 d d2 e1 e e2

y1 y y2 z1 z z2. . . vynecháno . . .

a

a1 a2

b

b1 b2

c

c1 c2

d

d1 d2

e

e1 e2

f

f1 f2

g

g1 g2

y

y1 y2

z

z1 z2
. . . vynecháno . . .

a a1 a2 b b1 b2 c c1 c2 d d1 d2 e e1 e2 f f1 f2 ... z z1 z2

Cesta z kořene do listu f2
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Cache-oblivious analýza: Reprezentace binárnı́ch stromů

Rekurzivnı́ ”bottom-up“ konstrukce van Emde Boas rozloženı́
van Emde Boas rozloženı́ vEB0 řádu 0 je jeden vrchol

vEBk obsahuje jednu ”hornı́“ kopii vEBk−1 a každému listu ”hornı́“ kopie má dvě

”dolnı́“ kopie vEBk−1

V poli jsou nejprve uložena ”hornı́“ kopie a pak následujı́ všechny ”dolnı́“ kopie

Pořadı́ vrcholů v poli podle van Emde Boas rozloženı́

0

1 2

0

1

3

4 5

6

7 8

2

9

10 11

12

13 14
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Cache-oblivious analýza: Reprezentace binárnı́ch stromů

Rekurzivnı́ ”top-down“ konstrukce van Emde Boas rozloženı́

. . .

h

⌊ h
2

⌋

⌈ h
2

⌉

Výpočet počtu načtených bloků při cestě z kořene do listu

Necht’ h = log2 n je výška stromu

Necht’ z je maximálnı́ výška podstromu, který se vejde do jednoho bloku

Platı́: z ≤ log2 B ≤ 2z

Počet podstromů výšky z na cestě z kořene do listu je
h
z ≤

2 log2 n
log2 B = 2 logB n

Počet načtených bloků je Θ(logB n)

Jirka Fink Datové struktury I 75



Cache-oblivious analýza: Srovnánı́ OPT a LRU strategiı́

Věta (Sleator, Tarjan [25])

Necht’ s1, . . . , sk je posloupnost přı́stupů do paměti 1

Necht’ POPT a PLRU je počet bloků v cache pro strategie OPT a LRU 2

Necht’ FOPT a FLRU je počet přenesených bloků 3

PLRU > POPT

Pak FLRU ≤ PLRU
PLRU−POPT

FOPT + POPT

Důsledek
Pokud LRU může uložit dvojnásobný počet bloků v cache oproti OPT, pak LRU má
nejvýše dvojnásobný počet přenesených bloků oproti OPT (plus POPT). 4

Zdvojnásobenı́ velikosti cache nemá většinou vliv na asymptotický počet
přenesených bloků

Scanning: O(n/B)

Mergesort: O
( n

B log n
M

)
Funnelsort: O

( n
B logP

n
B

)
The van Emde Boas layout: O(logB n)
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1 si značı́ blok paměti, se kterým program pracuje, a proto musı́ být načten do
cache. Posloupnost s1, . . . , sk je pořadı́ bloků paměti, ve kterém algoritmus pracuje
s daty. Při opakovaném přı́stupu do stejného bloku se blok posloupnosti opakuje.

2 Představme si, že OPT strategie pustı́me na počı́tači s POPT bloky v cache a LRU
strategie spustı́me na počı́tači s POPT bloky v cache.

3 Srovnáváme počet přenesených bloků OPT strategie na počı́tači s POPT bloky a
LRU strategie na počı́tači s POPT bloky.

4 Formálně: Jestliže PLRU = 2POPT, pak FLRU ≤ 2FOPT + POPT.
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Cache-oblivious analýza: Srovnánı́ OPT a LRU strategiı́

Důkaz (FLRU ≤ PLRU

PLRU−POPT
FOPT + POPT)

1 Pokud LRU má f ≤ PLRU přenesených bloků v podposloupnosti s, pak OPT
přenese alespoň f − POPT bloků v podposlopnosti s

Pokud LRU načte v podposloupnost f různých bloků, tak podposloupnost obsahuje
alespoň f různých bloků
Pokud LRU načte v podposloupnost jeden blok dvakrát, tak podposloupnost obsahuje
alespoň PLRU ≥ f různých bloků
OPT má před zpracovánı́m podposloupnosti nejvýše POPT bloků z podposloupnosti v
cache a zbylých alespoň f − POPT musı́ načı́st

2 Rozdělı́me posloupnost s1, . . . , sk na podposlopnosti tak, že LRU přenese PLRU

bloků v každé podposloupnosti (kromě poslednı́)
3 Jestliže F ′OPT and F ′LRU jsou počty přenesených bloků při zpracovánı́ libovolné

podposloupnosti, pak F ′LRU ≤ PLRU
PLRU−POPT

F ′OPT (kromě poslednı́)
OPT přenese F ′OPT ≥ PLRU − POPT bloků v každé podposloupnosti

Tedy F ′LRU
F ′

OPT
≤ PLRU

PLRU−POPT

4 V poslednı́ posloupnosti platı́ F ′′LRU ≤ PLRU
PLRU−POPT

F ′′OPT + POPT

Platı́ F ′′OPT ≥ F ′′LRU − POPT a 1 ≤ PLRU
PLRU−POPT

Tedy F ′′LRU ≤ F ′′OPT + POPT ≤ PLRU
PLRU−POPT

F ′′OPT + POPT
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Srovnánı́ rychlosti čtenı́ a zápisu z paměti

Čtenı́ z paměti

# Inicializace pole 32-bitových čı́sel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d # Vezmeme každou d-tou pozici a vytvořı́me cyklus

3 A[i=0]=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i] # Dokola procházı́me cyklus d-tých pozic

Zápis do paměti

# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d
1 for (j=0; j< 228; j++) do
2 A[(j*d) % n] = j # Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Srovnánı́ rychlosti čtenı́ a zápisu z paměti

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
0

0.5

1

1.5

2 max=18s max=3.4s

log2 n

Č
as

[s
]

Čtenı́, d=1024
Čtenı́, d=32

Zápis, d=1024
Zápis, d=32
Čtenı́, d=1
Zápis, d=1
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Pár triků na závěr

Která varianta je rychlejšı́ a o kolik?

# Použijeme modulo:

1 for (j=0; j< 228; j++) do
2 A[(j*d) % n] = j

# Použijeme bitovou konjunkci:
3 mask = n − 1 # Předpokládáme, že n je mocnina dvojky

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 A[(j*d) & mask] = j

Jak dlouho poběžı́ výpočet vynecháme-li poslednı́ řádek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d

3 A[i=0]=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i]

6 printf(”%d\n”, i);
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Halda

Základnı́ pojmy
Každý prvek obsahuje

jednoznačný a neměnný klı́č identifikujı́cı́ prvek a

prioritu, která nemusı́ být jednoznačná a může se měnit.

Základnı́ operace
INSERT

FINDMIN: Nalezenı́ prvku s nejmenšı́ prioritou

DELETEMIN: Smazánı́ prvku s nejmenšı́ prioritou

DECREASE: Snı́žit hodnotu priority v daném vrcholu

Haldový invariant
Priorita v každém vrcholu většı́ nebo rovna prioritě otce.
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Halda: Aplikace

Aplikace
Prioritnı́ fronta

Heap-sort

Dijkstrův algoritmus (nejkratšı́ cesta)

Jarnı́kův (Primův) algoritmus (minimálnı́ kostra)

Klı́č

Umı́stěnı́ prvků ve stromu nemusı́ splňovat podmı́nku vyhledávánı́ 1

Halda nemusı́ umět efektivně vyhledávat prvky podle klı́če!

Algoritmus využı́vajı́cı́ haldu si musı́ pamatovat, kde je který prvek uložený. 2

Halda hodnoty klı́čů vůbec nevyužı́vá 3
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1 Podmı́nka vyhledávacı́ch stromů (klı́č v každém vnitřnı́m vrcholu je většı́ než
všechny klı́če v levém podstromu a menšı́ než všechny klı́če v pravém podstromu)
nenı́ v haldě splněna.

2 Přesněji: pozici prvku je nutné si pamatovat, pokud potřebujeme operaci
DECREASE. Operace INSERT, FINDMIN a DELETEMIN pozice prvků nepotřebujı́.
Algoritmus si napřı́klad může pamatovat ukazatel na vrchol stromu obsahujı́cı́
daný prvek.

3 Operace FINDMIN vracı́ prvek i s klı́čem, který může být využit v dalšı́m algoritmu.
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d-regulárnı́ halda (Johnson [13])

Definice
Každý vrchol má nejvýše d synů

Všechny vrstvy kromě poslednı́ jsou úplně zaplněné

Poslednı́ hladina je zaplněná zleva

Haldový invariant (priorita v každém vrcholu většı́ nebo rovna prioritě v otci)

Přı́klad 2-regulárnı́ (binárnı́) haldy

2

8

10

13 11

12

19

3

6 15

Cvičenı́

Jaká je přesná výška d-regulárnı́ haldy s n prvky? 1
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1 Necht’ h je nejnižšı́ plná hladina. Jelikož h-tá hladina obsahuje dh vrcholů, tak platı́
n ≥ dh, z čehož plyne h ≤ logd n. Tudı́ž výška d-regulárnı́ haldy s n prvky je
nejvýše 1 + logd n. Najděte formuli udávajı́cı́ přesnou výšku d-regulárnı́ haldy.
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d-regulárnı́ halda: Representace

Binárnı́ halda uložená ve stromu

2

8

10

13 11

12

19

3

6 15

Binárnı́ halda uložená v poli
A vrchol na pozici i má otce na pozici b(i − 1)/2c a syny na pozici 2i + 1 a 2i + 2:

2 8 3 10 12 6 15 13 11 19

Otec
Děti

Cvičenı́: Určete pozice otce a synů pro obecnou d-regulárnı́ haldu
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d-regulárnı́ halda: Operace INSERT

Přı́klad: Vložme prvek s prioritou 5

2

8

10

13 11

12

19 5

3

6 15

2 8 3 10 12 6 15 13 11 19 5
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d-ary heap: Operace INSERT a DECREASE

INSERT: Algoritmus

Input: Nový prvek s prioritou x
1 v ← prvnı́ volný blok v poli
2 Nový prvek uložı́me na pozici v
3 while v nenı́ kořen a otec p vrcholu v má priority většı́ než x do
4 Prohodı́me prvky na pozicı́ch v a p
5 v ← p

Operace DECREASE

Snı́žı́me prioritu a pokračujeme podobně jako při operaci INSERT

Časová složitost 1

O(logd n)
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1 Pro přesnějšı́ analýzu nás zajı́má závislost složitosti na hodnotě d . Později se
nám bude hodit nastavovat d podle hodnot na vstupu.
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Operace DELETEMIN

2

8

10

13 11

12

19

3

6 15

Algoritmus

1 Přesuneme poslednı́ prvek do kořene v
2 while Některý ze synů vrcholu v má prioritu menšı́ než v do
3 u ← syn vrcholu v s menšı́m prioritou
4 Prohodı́me prvky ve vrcholech u a v
5 v ← u

Složitost
O(d logd n)
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d-regulárnı́ halda: Operace Build

Cı́l
Vytvořit haldu z daného pole prvků

Algoritmus

1 for r ← poslednı́ pozice to prvnı́ pozice v poli do
# Zpracujeme vrchol r podobně jako při operaci DELETEMIN

2 v ← r
3 while Některý ze synů vrcholu v má prioritu menšı́ než v do
4 u ← syn vrcholu v s menšı́m prioritu
5 Prohodı́me prvky ve vrcholech u a v
6 v ← u

Korektnost
Podstromy všech zpracovaných vrcholů tvořı́ haldu
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d-regulárnı́ halda: Operace Build

Lemma (Cvičenı́)
∞∑

h=0

h
dh =

d
(d − 1)2

Složitost
Zpracovánı́ vrcholu s podstromem výšky h: O(dh)

Úplný podstrom výšky h má dh listů 1

Každý list patřı́ do nejvýše jednoho úplného podstromu výšky h.

Počet vrcholů s podstromy výšky h je nejvýše n
dh + 1 ≤ 2n

dh
2

Celková časová složitost

dlogd ne∑
h=0

2n
dh dh ≤ 2nd

∞∑
h=0

h
dh = 2n

(
d

d − 1

)2

≤ 2n22 = O(n)

Složitost je O(n) pro libovolné d
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1 Podstromem vrcholu u rozumı́me vrchol u a všechny vrcholy pod u.
2 Člen ”+1“ započı́táváme, protože jeden podstrom může být neúplný.
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Binomiálnı́ strom

Definice
Binomiálnı́ strom B0 řádu 0 je jeden vrchol

Binomiálnı́ strom Bk řádu k ≥ 1 má kořen, jehož synové jsou kořeny binomiálnı́ch
stromů řádu 0, 1, . . . , k − 1.

Alternativně
Binomálnı́ strom řádu k je vytvořen z dvou binomiálnı́ch stromů řádu k − 1 tak, že se
jeden strom připojı́ jako nejpravějšı́ syn kořene druhého stromu.

Rekurzivnı́ definice binomiálnı́ho stromu

B0 B1

. . .

Bk−2 Bk−1

Bk−1

Bk−1
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Binomiálnı́ strom: Přı́klad

Rekurzivnı́ definice binomiálnı́ho stromu

B0 B1

. . .

Bk−2 Bk−1

Bk−1

Bk−1

Binomiálnı́ stromy řádu 0, 1, 2 a 3

B0 B1

B0

B2

B0 B1

B3

B0 B1 B2
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Binomiálnı́ strom: Vlastnosti

Rekurzivnı́ definice binomiálnı́ho stromu

B0 B1

. . .

Bk−2 Bk−1

Bk−1

Bk−1

Vlastnosti
Binomiálnı́ strom Bk má

2k vrcholů,

výšku k ,

k synů v kořeni,

maximálnı́ stupeň k ,(k
d

)
vrcholů v hloubce d .

Podstrom vrcholu s k syny je izomorfnı́ Bk .
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Množina binomiálnı́ch stromů

Pozorovánı́
Pro každé n existuje (právě jedna) množina binomiálnı́ch stromů různých řádů taková,
že celkový počet vrcholů je n.

Vztah mezi binárnı́mi čı́sly a binomiálnı́mi stromy

Binárnı́ čı́slo n

Binomiálnı́ halda obsahuje:

= 1

B7

0 0 1

B4

1

B3

0 1

B1

0

Přı́klad pro 10102 prvků

5

9

2

10 3

12

6

8 11

15
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Binomiálnı́ halda (Vuillemin [27])

Definice
Binomiálnı́ halda je množina binomiálnı́ch stromů taková, že:

Každý prvek je uložen právě v jednom vrcholu jednoho binomiálnı́ho stromu

Každý binomiálnı́ strom je halda (otec má menšı́ prioritu než syn)

Žádné dva binomiálnı́ stromy nemajı́ stejný řád

Přı́klad

5

9

2

10 3

12

6

8 11

15
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Binomiálnı́ halda: Výška

Pozorovánı́
Binomiálnı́ halda obsahuje nejvýše log2(n + 1) stromů a každý má výšku nejvýše log2 n.

Vztah mezi binárnı́mi čı́sly a binomiálnı́mi stromy

Binárnı́ čı́slo n

Binomiálnı́ halda obsahuje:

= 1

B7

0 0 1

B4

1

B3

0 1

B1

0
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Binomiálnı́ halda: Representace

Struktura pro vrchol binomiálnı́ho stromu obsahuje
prvek (klı́č a priorita),

ukazatel na otce,

ukazatel na nejlevějšı́ho a nejpravějšı́ho syna,

ukazatel na levého a pravého bratra a 1

řád postromu.

Binomiálnı́ halda
Binomálnı́ stromy jsou uloženy ve spojovém seznamu pomocı́ ukazatelů na bratry.
2

Odstraněnı́m kořene binomiálnı́ho stromu vznikne binomiálnı́ halda v čase O(1).

Binomiálnı́ halda si udržuje ukazatel na strom s prvkem s minimálnı́ prioritou.

Operace FINDMIN

Triviálně v čase O(1)

Operace DECREASE

Stejně jako v regulárnı́ haldě.
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1 Ukazatele tvořı́ obousměrný spojový seznam synů a tento seznam udržujeme
setřı́děný podle řádu.

2 Binomiálnı́ stromy jsou ve spojovém seznamu taky setřı́děné podle řádu.
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Binomiálnı́ halda: Spojenı́ dvou binomiálnı́ch hald

Spojenı́ dvou binomiálnı́ch stromů stejného řádu v čase O(1)

u

B0 B1

. . .

Bk−2

v
Bk−1

rank+1

Spojenı́ binomiálnı́ch hald
Spojenı́ dvou binomiálnı́ch hald je jako sčı́tánı́ binárnı́ čı́sel: sjednocujeme binomiálnı́
stromy od nejmenšı́ch. Složitost je O(log n), kde n je celkový počet prvků.

Přı́klad

Binomiálnı́ strom B6 B5 B4 B3 B2 B1 B0

Prvnı́ halda 0 1 1 0 1 1 0
Druhá halda 0 1 1 0 1 0 0
Spojenı́ 1 1 0 1 0 1 0
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Binomiálnı́ halda: Operace INSERT a DELETEMIN

Operace INSERT

Vytvořı́me binomiálnı́ strom řádu 0 s novým prvkem
Procházı́me seznam stromů od nejmenšı́ch: 1

Pokud strom B0 je v haldě, tak jej sjednotı́me s novým stromem B0, čı́mž vytvořı́me B1
Pokud strom B1 je v haldě, tak jej sjednotı́me s novým stromem B1, čı́mž vytvořı́me B2
Takto pokračujeme až k ke stromu s nejmenšı́m řádem, který nenı́ uložený v haldě, a
nový strom vložı́me do haldy 2

Složitost v nejhoršı́m přı́padě je O(log n)

Amortizovaná složitost je O(1) podobně jako inkrementace binárnı́ho čı́tače
Zde je důležité, že neprocházı́me všechny stromu v haldě

Operace DELETEMIN

Odstranı́me kořen s minimálnı́m prvkem, čı́mž vznikne nová binomiálnı́ halda, kterou
sjednotı́me se zbytkem původnı́ haldy v čase O(log n).
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1 Stromy v haldě udržujeme setřı́děné podle řádu.
2 Nový strom je nejmenšı́, takže jej vložı́me na začátek seznamu.
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Lı́ná binomiálnı́ halda

Změna v poctivé binomiálnı́ haldě
Lı́ná binomiálnı́ halda může obsahovat libovolný počet binomiálnı́ch stromů stejného
řádu.

Operace INSERT a spojenı́ dvou lı́ných binomiálnı́ch hald
Pouze spojı́me seznamy stromů

Složitost O(1) v nejhoršı́m přı́padě

Operace DELETEMIN

Smažeme kořen s minimálnı́m prvkem

Spojı́me seznam synů smazaného kořene s ostatnı́mi stromy v haldě

Zrekonstruujeme poctivou binomiálnı́ haldu

Najdeme nový minimálnı́ prvek
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Lı́ná binomiálnı́ halda: Rekonstrukce poctivé binomiálnı́ haldy

Idea
Dokud máme v haldě binomiálnı́ haldy stejného řádu, tak je spojujeme

Použijeme pole indexované řádem stromu k vyhledávánı́ stromů stejného řádu

Algoritmus

1 Inicializujeme pole velikosti dlog2(n + 1)e ukazatelem NIL
2 for pro každý strom h v lı́né binomiálnı́ haldě do
3 o ← řád stromu h
4 while pole[o] 6= NIL do
5 h← spojenı́ stromů h a pole[o]
6 pole[o]← NIL
7 o ← o + 1

8 pole[o]← h

9 Pole stromů převedeme na spojový seznam, čı́mž vytvořı́me poctivou binomiálnı́ haldu

Cvičenı́
Amortizovaná složitost operace DELETEMIN je O(log n).
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Haldy: Přehled

Složitosti různých hald

Binárnı́ Binomiálnı́ Lı́ná binomiálnı́
nejhoršı́ nejhoršı́ amortizovaně nejhoršı́ amortizovaně

INSERT log n log n 1 1 1
DECREASE log n log n log n log n log n
DELETEMIN log n log n log n n log n

Cvičenı́
Je možné vytvořit haldu, která má amortizovanou složitost operacı́ INSERT a
DELETEMIN lepšı́ než O(log n)?

Dalšı́ cı́l
Zrychlit operaci DECREASE

Postup
V lı́né binomiálnı́ haldě musı́ každý strom být izomorfnı́ binomiálnı́mu stromu. Ve
Fibonacciho haldě tento požadavek neplatı́.
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Fibonacciho halda (Fredman, Tarjan [8])

Základnı́ vlastnosti a povolené operace 1

Fibonacciho halda je seznam haldových stromů 2

Řád stromu je počet synů kořene 3

Smı́me spojit dva stromy stejného řádu 4

Každému vrcholu kromě kořene smı́me odpojit nejvýše jednoho syna
Do reprezentace vrcholu přidáme bitovou informaci, zda vrchol již o syna přišel

Kořen může přijı́t o libovolný počet synů
Stane-li se vrchol kořenem, tak jej odznačı́me
Je-li kořen připojen do jiného stromu, tak smı́ ztratit nejvýše jednoho syna, dokud se
nestane znovu kořenem

Smı́me vytvořit nový strom s jediným prvkem 5

Smı́me smazat kořen stromu 6

Operace stejné jako v lı́né binomiálnı́ haldě
INSERT, FINDMIN, DELETEMIN
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1 Doposud probı́rané datové struktury majı́ jasně definovanou strukturu a operace
jsou navrženy tak, aby tuto strukturu zachovávaly. Fibonacciho halda je
definovaná povolenými operacemi a vlastnosti se odvozujı́ z operacı́.

2 Podobně jako binomiálnı́ halda, ale stromy nemusı́ být izomorfnı́ s binomiálnı́mi
stromy.

3 Podobně jako binomiálnı́ halda, ale vztahy pro počet vrcholů nebo výšku neplatı́.
Tvrzenı́, že podstromy vrcholu řádu k majı́ řád 0, 1, . . . , k − 1 budeme muset
upravit.

4 Podobně jako v binomiálnı́ haldě kořen jednoho stromu přı́pojı́me jako syna
kořene druhého stromu.

5 Nové prvky vkládáme podobně jako v lı́né binomiálnı́ haldě.
6 Nejmenšı́ prvek mažeme podobně jako v lı́né binomiálnı́ haldě, a to včetně

následné rekonstrukce, kde spojujeme stromy stejného řádu.
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Fibonacciho halda: Operace DECREASE

Idea
Danému vrcholu snı́žı́me hodnotu priority a odpojı́me jej od otce

Pokud otec je označený, tak jej taky odpojı́me

Pokud je děda taky označený, tak jej taky odpojı́me

Takto pokračuje, dokud nenarazı́me na neoznačený vrchol nebo kořen

Přı́klad

1

A
3

4

C
7

D
8

E F

B

1

A
3

B

4

C

7

D

6

E F

Snı́žit na 6
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Fibonacciho halda: Operace DECREASE

Algoritmus

Input: Vrchol u a nová priorita k
1 Snı́žit prioritu vrcholu u
2 if u je kořen nebo otec p vrcholu u má prioritu nejvýše k then
3 return # Haldový invariant je zachovaný

4 p ← otec vrcholu u
5 Odznačit vrchol u
6 Odpojit vrchol u od otce p a připojit u k seznamu stromů
7 while p nenı́ kořen a p je označený do
8 u ← p
9 p ← otec vrcholu u

10 Odznačit vrchol u
11 Odpojit vrchol u od otce p a připojit u k seznamu stromů

12 if p nenı́ kořen then
13 Označit vrchol p
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Fibonacciho halda: Invariant

Invariant
Pro každý vrchol p a jeho i-tého syna s platı́, že s má alespoň

i − 2 synů, pokud s je označený, a

i − 1 synů, pokud s nenı́ označený. 1

Důkaz
Všechny povolené operace zachovávajı́ platnost invariantu

Init: Prázdná halda invariant splňuje 2

INSERT: Vytvořenı́ nového stromu s jednı́m vrcholem 3

DELETEMIN: Pro nesmazané vrcholy se počty synů ani jejich pořadı́ nezměnı́

Připojenı́ stromu u řádu k − 1 jako k -tého syna vrcholu p 4

Odstraněnı́ i-tého syna x z vrcholu u řádu k , který je kořenem
Pořadı́ (i + 1)-tého až k -tého syna vrcholu u se snı́žı́ o jedna 5

Odstraněnı́ i-tého syna x z neoznačeného vrcholu u řádu k , který j-tým synem p
Pořadı́ (i + 1)-tého až k -tého syna vrcholu u se snı́žı́ o jedna
Před odstraněnı́m x platilo k ≥ j − 1 a po odstraněnı́ x je vrchol u označený a počet
synů u splňuje k − 1 ≥ j − 2 6
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1 Předpokládáme, že synové jsou očı́slovanı́ podle ”věku“, tj. později vložený syn
má většı́ index

2 Halda nemá žádný vrchol, a proto neexistuje vrchol porušujı́cı́ invariant.
3 Nový vrchol nemá žádného syna, a tak nemá syna porušujı́cı́ invariant.
4 Spojujeme stromy u a p řádu k − 1. Po spojenı́ je k -tý syn u vrcholu p neoznačený

a má k − 1 synů. Pořadı́ ostatnı́ch synů vrcholu p je zachováno.
5 Invariant je zachován, protože se minimálnı́ počet požadovaných synů těchto

vrcholů snı́žı́ o jedna a skutečný počet je zachován.
6 Neoznačený j-tý vrchol u musel mı́t alespoň j − 1 synů. Po odstraněnı́ vrcholu x

se počet synů vrcholu u snı́žil o jedna, a proto má alespoň j − 2 synů, což je
minimálnı́ požadovaný počet synů j-tého označeného syna vrcholu p.

Jirka Fink Datové struktury I 109



Fibonacciho halda: Struktura

Invariant
Pro každý vrchol p a jeho i-tého syna s platı́, že s má alespoň

i − 2 synů, pokud s je označený, a

i − 1 synů, pokud s nenı́ označený.

Velikost podstromu

Necht’ sk je minimálnı́ počet vrcholů v podstromu vrcholu s k syny.
Pak platı́ sk ≥ sk−2 + sk−3 + sk−4 + · · ·+ s2 + s1 + s0 + s0 + 1.

Přı́klad

s4

s0 s0

M

s1

M

s2

M

M

Jirka Fink Datové struktury I 110



Fibonacciho halda: Struktura

Velikost podstromu

Necht’ sk je minimálnı́ počet vrcholů v podstromu vrcholu s k syny.
Pak platı́ sk ≥ sk−2 + sk−3 + sk−4 + · · ·+ s2 + s1 + s0 + s0 + 1.

Fibonacciho čı́sla (Cvičenı́)
F0 = 0 a F1 = 1 a Fk = Fk−1 + Fk−2∑k

i=1 Fi = Fk+2 − 1

Fk = (1+
√

5)k−(1−
√

5)k

2k
√

5

Fk+1 ≥
(

1+
√

5
2

)k

sk ≥ Fk+2

sk ≥ 1 + s0 +
∑k−2

i=0 si ≥ 1 + F1 +
∑k−2

i=0 Fi+2 ≥ 1 +
∑k

i=1 Fi = 1 + Fk+2 − 1

Důsledek

Strom řádu k má alespoň sk ≥ Fk+2 ≥
(

1+
√

5
2

)k+1
vrcholů. Proto,

kořen stromu s m vrcholy má O(log m) synů a

Fibonacciho halda má O(log n) stromů po operaci DELETEMIN. 1
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1 Obecně může mı́t Fibonacciho halda až n stromů, ale po konsolidaci (součást
operace DELETEMIN) majı́ každé dva stromy různý řád a maximálnı́ řád stromu je
O(log n).
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Fibonacciho halda: Složitost

Složitost v nejhoršı́m přı́padě
Operace INSERT: O(1)

Operace DECREASE: O(n) (Cvičenı́)

Operace DELETEMIN: O(n)

Amortizovaná složitost: Potenciál
Uvažujme potenciál Φ = t + 2m, kde

t je počet stromů v haldě

m je celkových počet označených vrcholů

Amortizovaná složitost: Operace INSERT

Skutečný čas: O(1)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = 1

Amortizovaná složitost O(1)
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Fibonacciho halda: Amortizovaná složitost operace DECREASE

Potenciál
Φ = t + 2m, kde t je počet stromů v haldě a m je celkových počet označených vrcholů

Jedna iterace while-cyklu (odznačenı́ vrcholu a odpojenı́ od otce)
Skutečný čas: O(1)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = 1− 2 = −1

Amortizovaná složitost: 0 1

Ostatnı́ instrukce
Skutečný čas: O(1)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = 3
V nejhoršı́m přı́padě vytvořı́me nový strom a jeden vrchol označı́me

Amortizovaná složitost: O(1)

Amortizovaná složitost operace DECREASE

O(1)
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1 Formálně nemůžeme napsat O(1)− 1 = 0. Zde je nutné řı́ct, že jednička v
hodnotě potenciálu značı́ čas potřebný na provedenı́ jedné iterace while-cyklu v
operaci DECREASE.

Jirka Fink Datové struktury I 113



Fibonacciho halda: Amortizovaná složitost operace DELETEMIN

Smazánı́ kořene a připojenı́ synů k seznamu stromů
Skutečný čas: O(log n)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = O(log n)

Amortizovaná složitost: O(log n)

Jedna iterace while-cyklu při rekonstrukci (spojenı́ dvou stromů)
Skutečný čas: O(1)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = −1

Amortizovaná složitost: 0 1

Ostatnı́ instrukce
Skutečný čas: O(log n)

Změna potenciálu Φ′ − Φ = 0

Amortizovaná složitost: O(log n)

Amortizovaná složitost operace DELETEMIN

O(log n)
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1 Zde vidı́me, že musı́me ještě trochu upravit význam hodnoty potenciálu: Jednička
v hodnotě potenciálu značı́ maximum z časů potřebných na provedenı́ jedné
iterace while-cyklu v operaci DECREASEa jedné iterace while-cyklu v rekonstrukci.
Podstatné je, že jednička v hodnotě potenciálu značı́ nějaký pevný konstatnı́ čas.
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Haldy: Shrnutı́

Přehled časových složitostı́

Binárnı́ Binomiálnı́ Lı́ná binomiálnı́ Fibonacciho
worst worst amort worst amort worst amort

INSERT log n log n 1 1 1 1 1
DECREASE log n log n log n log n log n n 1
DELETEMIN log n log n log n n log n n log n
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Intervalový dotaz (Range query)

Popis problému

Máme dánu množinu S obsahujı́cı́ n bodů z Rd

Intervalem rozumı́me d-dimenzionálnı́ obdélnı́k, např.
〈a1, b1〉 × · · · × 〈ad , bd〉
Operace QUERY: Najı́t všechny body v daném intervalu

Operace COUNT: Určit počet bodů v daném intervalu

Aplikace
Počı́tačová grafika, výpočetnı́ geometrie

Databázové dotazy, např. určit zaměstnance ve věku 20-35 a platem 20-30 tisı́c
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Intervalový dotaz v R1

Staticky
Body uložı́me do pole

BUILD: O(n log n)

COUNT: O(log n)

QUERY: O(k + log n)

k je počet vyjmenovaných bodů

Dynamicky
Body uložı́me do vyhledávacı́ho stromu

BUILD: O(n log n)

INSERT: O(log n)

DELETE: O(log n)

COUNT: O(log n)

QUERY: O(k + log n)
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Intervalový dotaz v R1: Přı́klad

c

a b

Vrchol a je nejmenšı́ prvek v intervalu, b je největšı́ prvek v intervalu a c je poslednı́
společný vrchol na cestách z kořene do vrcholů a a b.
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k-d stromy

Popis
Body uložı́me do binárnı́ho stromu

Do kořene uložı́me medián podle prvnı́ souřadnice

Do levého (pravého) podstromu uložı́me body majı́cı́ prvnı́ souřadnice menšı́
(většı́) než medián

Vrcholy v prvnı́ vrstvě pod kořenem se body rozdělujı́ podle druhé souřadnice

V dalšı́ch vrstvách dělı́me (cyklicky) podle dalšı́ch souřadnice

Výška stromu je log2 n + Θ(1)

Operace BUILD v čase O(n log n)

Body je též možné ukládat jen do listů a vrcholy pak obsahujı́ jen rozdělujı́cı́
nadroviny
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k-d stromy: Operace QUERY, COUNT: Algoritmus

Algoritmus

1 Procedure QUERY(vrchol stromu v, interval R)
2 if v je list then
3 Vypiš v , pokud ležı́ v R
4 else if rozdělujı́cı́ nadrovina vrcholu v protı́ná R then
5 QUERY(levý syn v, R)
6 QUERY(pravý syn v, R)
7 else if R je ”vlevo“ od rozdělujı́cı́ nadroviny vrcholu v then
8 QUERY(levý syn v, R)
9 else

10 QUERY(pravý syn v, R)
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k-d stromy: Operace QUERY COUNT: Analýza

Přı́klad nejhoršı́ho přı́padu pro R2

Máme množinu bodů S = {(x , y); x , y ∈ [m]}, kde n = m2

Chceme najı́t množinu všech bodů v intervalu 〈1, 2; 1, 8〉 × R
V každé vrstvě rozdělujı́cı́ podle y -ové souřadnice musı́me prozkoumat oba
podstromy

Výška stromu je log2 n + Θ(1) a v polovině vrstev prozkoumáváme oba podstromy

Celkem navštı́vı́me 2
1
2 log2 n+Θ(1) = Θ(

√
n) listů

Přı́klad nejhoršı́ho přı́padu pro Rd

Mějme množinu bodů S = [m]d , kde n = md

Chceme najı́t množinu všech bodů v intervalu 〈1, 2; 1, 8〉 × Rd−1

V každé vrstvě nerozdělujı́cı́ podle prvnı́ souřadnice musı́me prozkoumat oba
podstromy

V d−1
d log2 n + Θ(1) vrstvách prozkoumáváme oba podstromy

Celkem navštı́vı́me 2
d−1

d log2 n+Θ(1) = Θ(n1− 1
d ) listů

Jirka Fink Datové struktury I 123



[m]d značı́ tzv. mřı́žové body, tj. body Rd , jejichž každá souřadnice je celé čı́slo od 0 od
m − 1.
kd-stromy jsou majı́ nejlepšı́ možnou časovou složitost, pokud datová struktura smı́
použı́vat pouze O(n) paměti. Intervalové stromy umı́ vyhodnotit intervalový dotaz v
čase O

(
logd n

)
, ale potřebujı́ O

(
n logd−1 n

)
paměti.
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Intervalové stromy v R2 (Range tree)

Konstrukce
Vybudujeme binárnı́ vyhledávacı́ strom podle x-ové souřadnice bodů (x-strom)

Necht’ Su je množina bodů v podstromu vrcholu u

Každý vrchol u vybudujeme jeden binárnı́ vyhledávacı́ strom podle y-ové
souřadnice obsahujı́cı́ Su

Bodu můžou být uloženy ve všech vrcholech nebo jen v listech 1

Přı́klad

u

v

a b

w

c d

x-strom y-strom

obsahuje a, b, c, d , u, v ,w

obsahuje a, b, v

obsahuje c, d ,w

obsahuje c

atd.

Jirka Fink Datové struktury I 125



1 Podobně jako ve vyhledávacı́ch stromech můžeme uvažovat dvě varianty: prvky
mohou být uloženy ve všech vrcholech nebo jen v listech. I když ukládánı́ bodů do
všech vrcholů může být pamět’ově jednoduššı́, k vysvětlenı́ a analýze bude
jednoduššı́ uvažovat, že prvky jsou jen v listech.
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Intervalové stromy v R2: Pamět’

Vertikálnı́ pohled
Každý bod p je uložen v právě jednom vrcholu v x-stromu a dále je bod p uložen v
každém y-stromu přiřazenému vrcholu na cestě z x-kořene do v .

Horizontálnı́ pohled
Každá vrstva x-stromu rozkládá body podle x-ové souřadnice. Proto každý bod je
uložen v nejvýše jednom y-stromu z každé vrstvy x-stromu.

Předpoklad
Předpokládejme, že binárnı́ vyhledávacı́ strom použitý v intervalových stromech je
vyvážený, a tedy jeho výška je Θ(log n).

Pamět’ová složitost

Každý bod je uložen v O(log n) y-stromech a celková pamět’ová složitost je O(n log n).
1
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1 Bod b je uložen v právě tolika y-stromech, jaká je hloubka vrcholu obsahujı́cı́ b.
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Intervalové stromy v R2: Dotaz na interval 〈ax ,bx〉 × 〈ay ,by 〉

Idea algoritmu vyhledávánı́
1 Najı́t klı́če ax a bx v x-stromu 1

2 Určit vrcholy u x-stromu takové, že Su obsahuje pouze body s x-ovou souřadnicı́ v
intervalu 〈ax , bx〉 2

3 V těchto vrcholech položme y-ový dotaz 〈ay , by 〉

Přı́klad

c

a b

(ilustrativnı́) y -stromy

Složitost dotazu COUNT

O
(
log2 n

)
protože y-ový dotaz je volán v O(log n) y -stromech 3 4
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1 Přesněji: najı́t ze všech prvků v x-stromu dva body majı́cı́ nejmenšı́ a největšı́
x-ovou souřadnic ležı́cı́ intervalu 〈ax , bx〉.

2 Je zřejmé, že když vrchol tuto podmı́nku splňuje, tak ji splňujı́ i synové vrcholu.
Proto nás zajı́majı́ nejvýše umı́stěné vrcholy s touto vlastnostı́, tj. vrcholy splňujı́cı́
tuto podmı́nky, ale jejichž otec tuto podmı́nku nesplňuje.

3 Všimněme si, že prohledávané y-stromy obsahujı́ po dvou disjunktnı́ množiny
prvků.

4 V dotazu QUERY je nutné vyjmenovat všechny body, a proto složitost je
O
(
k + log2 n

)
, kde k je počet bodů v obdélnı́ku.
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Intervalové stromy v Rd (předpokládáme d ≥ 2)

Popis
i-strom je binárnı́ vyhledávacı́ strom podle i-té souřadnice pro i = 1, . . . , d

Pro i < d má každý vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahujı́cı́ Su

Intervalovým stromem rozumı́me všechny výše popsané stromy

Reprezentace
Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje

key nadrovina rozdělujı́cı́ prostor mezi syny 1

left, right ukazatel na levého a pravého syna

tree ukazatel na kořen (i + 1)-stromu

size počet bodů v podstromu (pokud potřebujeme dotaz COUNT)

Poznámka

Necht’ u je vrchol i-stromu a T jsou všechny vrcholy dosažitelné opakovaným
přı́stupem k ukazatelům left, right a tree z vrcholu u. Pak T tvořı́ intervalový strom na
vrcholech Su a souřadnicı́ch i , . . . , d .
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1 Operace QUERY musı́ umět body ležı́cı́ v obdélnı́ku i vypsat, a proto potřebuje mı́t
ve všech vrcholech uloženy všechny souřadnice bodu. Operaci QUERY stačı́ klı́č,
což v i-stromu je i-tá souřadnice bodu.
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Intervalové stromy v Rd : Struktura a pamět’ová složitost

V kolika listech je uložený bod b?
Existuje O(log n) vrcholů u 1-stromu takových, že Su obsahuje b

Tedy počet 2-stromů obsahujı́cı́ b je O(log n)

Uvažujme i-strom T obsahujı́cı́ bod b

Pak v T je O(log n) vrcholů w takových, že b ∈ Sw 1

Počet (i + 1)-stromů přiřazených nějakému vrcholu T obsahujı́cı́ch b je O(log n)

Každou dimenzı́ se počet stromů obsahujı́cı́ch b zvyšuje o multiplikativnı́ faktor
O(log n)

Celkový počet stromů/listů obsahujı́cı́ch b je O
(
logd−1 n

)
Celková pamět’ová složitost je O

(
n logd−1 n

)
Kolik má intervalový strom i-stromů?

Počet vrcholů ve všech (i − 1)-stromech je O
(
n logi−2 n

)
Každému vrcholu (i − 1)-stromu je přiřazen jeden i-strom

Počet i-stromů je O
(
n logi−2 n

)
2

Jirka Fink Datové struktury I 129



1 Strom T nemusı́ obsahovat všechny prvky, a proto jeho výška nemusı́ být
Ω(log n). Dokonce většina stromů obsahuje celkem malý počet bodů.

2 Platı́ pro i ≥ 2. Pro i = 1 máme jeden 1-strom.
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Intervalové stromy v Rd : BUILD

Algoritmus (Body M jsou v poli setřı́děné podle poslednı́ souřadnice)

1 Procedure BUILD(množina bodů M, dimenze stromu d, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if |M| = 1 then
3 return nový list obsahujı́cı́ jediný vrchol M 1

4 if i = d then
5 return kořen stromu vytvořený ze setřı́děného pole

6 v ← nový vrchol
7 v .tree← BUILD(M, d , i + 1)
8 v .key ← medián i-tých souřadnic bodů M
9 Ml ,Mr ← rozděl M na body majı́cı́ i-tou souřadnici menšı́ a většı́ než v .key

10 v .left ← BUILD(Ml , d , i)
11 v .right ← BUILD(Mr , d , i)
12 return v

Složitost jednoho volánı́ funkce BUILD (bez rekurze)

Pro i = d je složitost O(1) 2

Pro i < d je složitost O(|S|) 3
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1 Zde je otázka, zda list musı́ mı́t přiřazený (triviálnı́) strom dalšı́ dimenze. Je to
implementačnı́ detail, intervalový strom může fungovat v obou verzı́ch a
asymptotické složitosti se neměnı́.

2 Předpokládáme, že množina stromů M předávaná v rekurzi se udržuje setřı́děná.
Čas jednoho volánı́ funkce BUILD je O(1) pro i = d , protože medián ležı́
uprostřed pole M a rozdělenı́ M na Ml a Mr je jen otázka předánı́ správných
ukazatelů.

3 Pro i < d nenı́ pole M setřı́děné podle aktuálnı́ souřadnice i , a proto nalezenı́
mediánu a rozdělenı́ pole trvá O(nT ). Časovou složitost vytvořenı́ i-stromu T lze
popsat rekurentnı́ formulı́ f (n) = 2f (n/2) +O(n), jejı́ž řešenı́ je O(nT log nT ).
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Intervalové stromy v Rd : Analýza operace BUILD

Vytvořenı́ d-stromů
d-stromy vytvářı́me v lineárnı́m čase (tj. konstantnı́ čas na vrchol)

Počet vrcholů ve všech d-stromech je O
(
n logd−1 n

)
Časová složitost vytvořenı́ všech d-stromů je O

(
n logd−1 n

)
Vytvořenı́ i-stromu pro i = 1, . . . ,d − 1 (nepočı́taje (i + 1)-stromy, . . . )

Počet vrcholů ve všech i-stromech je O
(
n logi−1 n

)
Necht’ nT je počet vrcholů v i-stromu T

Vybudovánı́ samotného stromu T trvá O(nT log nT )

Vybudovánı́ všech i-stromů trvá∑
i-strom T

nT log nT ≤ log n
∑

i-strom T

nT = log n · n logi−1 n = n logi n

Časová složitost operace BUILD

O
(
n logd−1 n

)
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Intervalové stromy v Rd : QUERY 〈a1,b1〉 × · · · × 〈ad ,bd〉

1 Procedure Query(vrchol v, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if v = NIL then
3 return
4 if v .key ≤ ai then
5 Query(v .right , i)
6 else if v .key ≥ bi then
7 Query(v .left , i)
8 else
9 if v .point ležı́ v obdélnı́ku then

10 Vypiš v .point

11 Query left(v .left , i)
12 Query right(v .right , i)
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Intervalové stromy v Rd : QUERY 〈a1,b1〉 × · · · × 〈ad ,bd〉

1 Procedure Query left(vrchol v, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if v = NIL then
3 return
4 if v .key < ai then
5 Query left(v .right , i)
6 else
7 if v .point ležı́ v obdélnı́ku then
8 Vypiš v .point

9 Query left(v .left , i)
10 if i < d then
11 Query(v .right .tree, i + 1)
12 else
13 Vypiš všechny body v podstromu vrcholu v .right
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Intervalové stromy v Rd : QUERY

Složitost operace COUNT

V každém stromě přistoupı́me k nejvýše dvěma vrcholům z každé vrstvy

Z každého navštı́veného i-stromu pokračujeme do O(log n) (i + 1)-stromů

Počet navštı́vených i-stromů je O
(
logi−1 n

)
Celková složitost je O

(
logd n

)

Složitost operace QUERY

Vypsánı́ všech bodů v podstromu trvá O(k), kde k je počet nalezených bodů

Celková složitost je O
(
k + logd n

)
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Intervalové stromy v Rd : Dynamizace pomocı́ BB[α]-stromů

BB[α]-strom
Binárnı́ vyhledávacı́ strom

Počet listů v podstromu vrcholu u označme su

Podstromy obou synů každého vrcholu u majı́ nejvýše αsu listů

Operace Insert (Delete je analogický)

Najı́t list pro nový prvek a uložit do něho nový prvek (složitost: O(log n))

Jestliže některý vrchol u porušuje vyvažovacı́ podmı́nku, tak celý jeho podstrom
znovu vytvořı́me operacı́ BUILD (složitost O(su))

Amortizovaná časová složitost operacı́ Insert a Delete: Agregovaná metoda

Jestliže podstrom vrcholu u po provedenı́ operace BUILD má su listů, pak dalšı́
porušenı́ vyvažovacı́ podmı́nky pro vrchol u nastane nejdřı́ve po Ω(su)
přidánı́/smazánı́ prvků v podstromu vrcholu u

Amortizovaný čas vyvažovanı́ jednoho vrcholu je O(1)

Při jedné operaci Insert/Delete se prvek přidá/smaže v O(log n) podstromech

Amortizovaný čas vyvažovanı́ při jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v Rd : Dynamizace pomocı́ BB[α]-stromů

Použitı́ BB[α]-stromů v intervalových stromech
Binárnı́ vyhledávacı́ stromy implementujeme pomocı́ BB[α]-stromů

Vyžaduje-li BB[α]-strom vyváženı́, pak přebudujeme všechny přiřazené stromy

Složitost operace Insert a Delete

Navštı́vených i-stromů je O
(
logi−1 n

)
a v každém navštı́vı́me O(log n) vrcholů

Složitost bez přebudovánı́ je O
(
logd n

)
; analyzujme přebudovánı́

Uvažujme libovolný vrchol u, který ležı́ v i-stromu

Přebudovánı́ vrcholu u trvá O
(
su logd−i su

)
Přebudovánı́ vrcholu u může nastat po Ω(su) po přidánı́/smazánı́ prvků v
podstromu u

Amortizovaná cena přidánı́/smazánı́ do vrcholu u je O
(
logd−i su

)
≤ O

(
logd−i n

)
Amortizovaný čas operace Insert a Delete je∑d

i=1O
(
logi−1 n

)
O(log n)O

(
logd−i n

)
= O

(
logd n

)
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Kaskádovánı́ (Fractional cascading)

Motivačnı́ problém
Dány množiny S1 ⊆ · · · ⊆ Sk , kde |Sk | = n, vymyslete datovou strukturu pro rychlé
vyhledánı́ prvku x ∈ S1 ve všech množinách S1, . . . ,Sk . 1

Kaskádovánı́
Všechny množiny jsou setřı́děné a navı́c každý prvek v poli Si má ukazatel na stejný
prvek v poli Si−1. 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 3 4 6 8 9

3 4 8

S3

S2

S1

Složitost hledánı́ ve všech m množinách
O(k + log n)
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1 Triviálnı́m řešenı́m zı́skáme složitost O(k log n), kterou bychom chtěli zlepšit.
2 Prvky Si \ Si−1 ukazujı́ na své předchůdce nebo následovnı́ky.
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Intervalové stromy v Rd s kaskádovánı́m v poslednı́ dimenzi

Použitı́
Každému (d − 1)-stromu je přiřazena je kaskáda mı́sto d-stromů

Každý prvek v kaskádě musı́ mı́t dva ukazatele do pole nižšı́ úrovně (pro levého a
pravého syna vrcholu v (d − 1)-stromu)

u

v

z

(d − 1)-strom Fractional cascading

Složitost operace QUERY

Dotaz v jednom (d − 1)-stromu trvá O(log n) včetně vyhodnocenı́ kaskády

Dotazů v (d − 1)-stromech je O
(
logd−2 n

)
Složitost operace QUERY je O

(
k + logd−1 n

)
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Intervalové stromy v Rd s kaskádovánı́m v poslednı́ dimenzi

Pamět’ová složitost
Mı́sto d-stromu T s sT vrcholy máme pole velikosti sT

Pamět’ová složitost je O
(
n logd−1 n

)

Složitost operace BUILD

Vybudovánı́ (d − 1)-stromu s su vrcholy včetně kaskádovánı́ trvá O(su log su)

Složitost vybudovánı́ i-stromů pro i < d se neměnı́

Složitost operace BUILD je O
(
n logd−1 n

)

Operace Insert a Delete (Cvičenı́)
Je možné efektivně přidávat a mazat body?

Je možné reprezentovat kaskády tak, aby bylo možné efektivně hledat, přidávat i
mazat body?
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Dalšı́ známá vylepšenı́ intervalových stromů

Popsaný postup

QUERY: O
(
k + logd−1 n

)
Pamět’: O

(
n logd−1 n

)

Chazelle [4, 5]

QUERY: O
(
k + logd−1 n

)
Pamět’: O

(
n
(

log n
log log n

)d−1
)

Chazelle, Guibas [6] pro d ≥ 3

QUERY: O
(
k + logd−2 n

)
Pamět’: O

(
n logd n

)
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Fractional cascading: obecnějšı́ verze

Původnı́ problém
Dány množiny S1 ⊆ · · · ⊆ Sk , kde |Sk | = n, vymyslete datovou strukturu pro rychlé
vyhledánı́ prvku x ∈ S1 ve všech množinách S1, . . . ,Sk .

Změny vedoucı́ ke zobecněnı́
Množiny S1, . . . ,Sk nemusı́ být v inkluzi.

n =
∑k

i=1 |Si | je celkový počet prvků

Fractional cascading: obecnějšı́ verze

Dány množiny S1, . . . ,Sk , vymyslete datovou strukturu pro rychlé vyhledánı́ prvku x ve
všech množinách S1, . . . ,Sk . 1
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1 Triviálnı́m řešenı́m je mı́t matici Ai,x = 1, jestliže x ∈ Si , a jinak Ai,x = 0.
Vyhodnocenı́ dotazu trvá O(k + log n), ale pamět’ová složitost je O(kn).
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Fractional cascading: obecnějšı́ verze

Pomocná pole P1, . . . ,Pk

V polı́ch P1, . . . ,Pk jsou prvky setřı́děné

Pk obsahuje prvky množiny Sk

Pi obsahuje Si a každý druhý prvek z Pi+1 1

U každého prvku x v poli Pi máme navı́c ukazatel prvek nejbližšı́ k x v poli Pi+1 2

Pamět’ová složitost je O(n)

Celková spotřebovaná pamět’ je
∑k

i=1 |Pi |
|Pi | ≤ |Si |+ 1

2 |Pi+1|
|Pi | ≤ |Si |+ 1

2 |Si+1|+ 1
4 |Si+2|+ 1

8 |Si+3|+ · · ·
Pi obsahuje Si
Pi−1 obsahuje nejvýše polovinu Si
Pi−2 obsahuje nejvýše čtvrtinu Si

Přı́spěvek Si do
∑k

i=1 |Pi | je nejvýše 2|Si |∑k
i=1 |Pi | ≤ 2

∑k
i=1 |Si | ≤ 2n
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1 Duplicitnı́ prvky můžeme vynechávat. Jelikož je Pi+1 setřı́děné, tak do Pi dáváme
každý druhý prvek podle setřı́děného pořadı́.

2 Podobně jako v předchozı́ verzi Fractional cascading máme ukazatel na nejmenšı́
většı́ nebo největšı́ menšı́ prvek v následujı́cı́m poli.

Jirka Fink Datové struktury I 142



Fractional cascading: obecnějšı́ verze

Pomocná pole P1, . . . ,Pk

V polı́ch P1, . . . ,Pk jsou prvky setřı́děné

Pk obsahuje prvky množiny Sk

Pi obsahuje Si a každý druhý prvek z Pi+1

U každého prvku x v poli Pi máme navı́c ukazatel prvek nejbližšı́ k x v poli Pi+1

Složitost hledánı́ prvku x je O(k + log n)

Nalezenı́ x nebo nejbližšı́ho prvku v P1 trvá O(log n)

Hledánı́ v Pi+1 pomocı́ pozice v Pi trvá O(1)
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Hešovanı́

Základnı́ pojmy
Máme univerzum U = {0, 1, . . . , u − 1} všech prvků

Chceme uložit podmnožinu S ⊆ U velikosti n

Uložı́me S do pole velikosti m pomocı́ hešovacı́ funkce h : U → M, kde
M = {0, 1, . . . ,m − 1}
Dva prvky x , y ∈ S kolidujı́, jestliže h(x) = h(y)

Hešovacı́ funkce h je perfektnı́ na S, jestliže h nemá žádnou kolizi S

Nepřátelská podmnožina
Pokud u ≥ mn, pak pro každou hešovacı́ funkci h existuje S ⊆ U velikosti n taková, že
h hešuje všechny prvky z S do jedné přihrádky.

Poznámky
Nenı́ možné sestrojit jednu funkci dobře hešujı́cı́ libovolnou podmnožinu S ⊆ U

Pro danou podmnožinu S ⊆ U lze sestrojit perfektnı́ hešovacı́ funkci

Sestrojı́me množinu hešovacı́ch funkcı́ H takovou, že náhodně zvolená funkce
h ∈ H hešuje libovolnou podmnožinu S v průměrném přı́padě uspokojivým
způsobem
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Universálnı́ hešovánı́

Cı́l
Sestrojit systém H hešovacı́ch funkcı́ f : U → M takový, že náhodně zvolená funkce
f ∈ H hešuje libovolnou množinu S ”většinou dobře“.

Úplně náhodná hešovacı́ funkce
Systém H obsahuje všechny funkce f : U → M

Platı́ P[h(x) = z] = 1
m pro všechna x ∈ U a z ∈ M

Náhodné přihrádky h(x) a h(y) jsou nezávislé pro různé x , y ∈ U

Nepraktické: k zakódovánı́ funkce z H potřebujeme Θ(u log m) bitů

Někdy se použı́vá k analýze hešovánı́

Hešovánı́ náhodných dat
Předpokládejme, že S je náhodná podmnožina U velikosti n

Každá rozumná funkce hešuje S dobře (včetně h(x) = x mod m)

Užitečný model k analýze hešovánı́ použı́vajı́cı́ úplně náhodnou hešovacı́ funkci

V praxi nikdy nedostaneme úplně náhodná data

Jirka Fink Datové struktury I 147



c-universálnı́ hešovacı́ systém

c-universálnı́ systém (ekvivalentnı́ definice)

Systém hešovacı́ch funkcı́ H je c-universálnı́, jestliže 1

počet hešovacı́ch funkcı́ h ∈ H splňujı́cı́ch h(x) = h(y) je nejvýše c|H|
m pro

všechna různá x , y ∈ U

náhodně zvolená h ∈ H splňuje P[h(x) = h(y)] ≤ c
m pro každé x , y ∈ U a x 6= y .

2

Přı́klad c-universálnı́ho hešovacı́ho systému (cvičenı́)
Parametry: p a m, kde p > u je prvočı́slo

Hešovacı́ funkce
ha(x) = (ax mod p) mod m

je závislá na hodnotě a

Hešovacı́ systém H = {ha; 0 < a < p} je c-universálnı́

Hešovacı́ funkce ze systému H je určena hodnotou a

Tedy náhodný výběr hešovacı́ funkce z H je náhodné vygenerovánı́
a ∈ {1, . . . , p − 1}
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1 Navı́c obvykle vyžadujeme, aby hešovacı́ funkci šlo spočı́tat v čase O(1) a aby
funkci bylo možné popsat O(1) parametry.

2 Úplně náhodný hešovacı́ systém je 1-universálnı́, protože h(x) padne do nějaké
přihrádky a h(y) má uniformnı́ distribuci nezávislou na h(x), a proto
P[h(x) = h(y)] = 1

m .
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(k,c)-nezávislý hešovacı́ systém

(2,c)-nezávislý systém hešovacı́ch funkcı́ (ekvivalentnı́ definice)
Systém hešovacı́ch funkcı́ H je (2, c)-nezávislý, pokud

počet h ∈ H splňujı́cı́ch h(x1) = z1 a h(x2) = z2 je nejvýše c|H|
m2 pro každé

x1, x2 ∈ U a x1 6= x2 a z1, z2 ∈ M.

náhodně zvolená h ∈ H splňuje P[h(x1) = z1 a h(x2) = z2] ≤ c
m2 pro každé

x1, x2 ∈ U a x1 6= x2 a z1, z2 ∈ M.

(k , c)-nezávislý systém hešovacı́ch funkcı́

Systém hešovacı́ch funkcı́ H je (k , c)-nezávislý, pokud náhodně zvolená h ∈ H splňuje
P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] ≤ c

mk pro všechna po dvou různá x1, . . . , xk ∈ U
a všechna z1, . . . , zk ∈ M.

k -nezávislý systém hešovacı́ch funkcı́
Systém H je k -nezávislý, pokud je (k , c)-nezávislý pro nějaké c > 1.

Systém H je silně k -nezávislý, pokud je (k , 1)-nezávislý.
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Universálnı́ a nezávislý hešovacı́ systém

Vlastnosti

(k , c)-nezávislý systém hešovacı́ch funkcı́ je (k − 1, c)-nezávislý 1

(2, c)-nezávislý systém hešovacı́ch funkcı́ je c-universálnı́ 2

Existuje 1-universálnı́ systém, který nenı́ 2-nezávislý 3

Pro všechna x1, . . . , xn ∈ U existujı́ z1, . . . , zk ∈ M taková, že
P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] ≥ 1

mk
4

Jestliže H je silně k -nezávislý, pak P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] = 1
mk

pro všechna z1, . . . , zk ∈ M

1-nezávislý systém nenı́ užitečný
Systém H = {ha(x) = a; a ∈ M} je 1-nezávislý, ale nepoužitelný.
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1 P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k − 1] = P[∃zk ∈ M : h(xi ) =
zi pro všechna i = 1, . . . , k ] ≤

∑
zm∈M P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] ≤

m 1
mk = 1

mk−1

2 P[h(x) = h(y)] = P[∃z ∈ M : h(x) = z a h(y) = z] ≤
∑

z∈M P[h(x) = z a h(y) =
z] ≤ m c

m2 = c
m

3 Uvažujme systém H všech funkcı́ h : U → M takových, že h(0) = 0 a h(1) = 1, t.j.
dva prvky majı́ pevné přihrádky a ostatnı́ prvky náhodné přihrádky. Pak
P[h(x) = h(y)] = frac1m, jestliže {x , y} 6= {0, 1}, ale P[h(0) = 0 a h(1) = 1] = 1.

4 Kdyby P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] < 1
mk pro všechna z1, . . . , zk ∈ M,

pak 1 = P[∃z1, . . . , zk ∈ M :, h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] ≤∑
z1,...,zk∈M P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] < mk 1

mk = 1.
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(k,c)-nezávislý hešovacı́ systém

Pozorovánı́

Jestliže systém hešovacı́ch funkcı́ H z U do M je (k , c)-nezávislý, pak |H| ≥ |M|
k

c .

Důkaz

Pro spor předpokládejme, že |H| < |M|k
c

Tedy c|H|
|M|k < 1

Definice řı́ká, že počet funkcı́ h ∈ H takových, že h(xi ) = zi pro všechna
i = 1, . . . , k je nejvýše c|H|

|M|k

Ale pro libovolná x1, . . . , xk ∈ U existuje h ∈ H a z1, . . . , zk ∈ M taková, že
h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k
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Universálnı́ hešovánı́: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

Necht’ p je prvočı́slo většı́ než u a [p] značı́ {0, . . . , p − 1}
ha,b(x) = (ax + b mod p) mod m

H = {ha,b; a, b ∈ [p], a 6= 0}
Systém H je 1-universálnı́ a 2-nezávislý, ale nenı́ 3-nezávislý

Lemma
Pro libovolná různá x1, x2 ∈ [p] rovnice

y1 = ax1 + b mod p

y2 = ax2 + b mod p

definujı́ bijekci mezi (a, b) ∈ [p]2 a (y1, y2) ∈ [p]2

a dále bijekci mezi
{

(a, b) ∈ [p]2; a 6= 0
}

a
{

(y1, y2) ∈ [p]2; y1 6= y2
}

.

Důkaz
Pro danou dvojici (y1, y2) existuje jediná dvojice (a, b) splňujı́cı́ rovnice

Odečtenı́m dostáváme a(x1 − x2) ≡ y1 − y2 mod p
V tělese GF (p) = Zp dostáváme a = (y1 − y2)(x1 − x2)−1, b = y1 − ax1

Zřejmě platı́ a = 0 právě tehdy, když y1 = y2
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Universálnı́ hešovánı́: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime
ha,b(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvočı́slo většı́ než u

H = {ha,b; a, b ∈ [p], a 6= 0}

Lemma
Pro libovolná různá x1, x2 ∈ [p] rovnice

y1 = ax1 + b mod p

y2 = ax2 + b mod p

definujı́ bijekci mezi
{

(a, b) ∈ [p]2; a 6= 0
}

a
{

(y1, y2) ∈ [p]2; y1 6= y2
}

.

Systém H je 1-universálnı́
Pro x1 6= x2 platı́ ha,b(x1) = ha,b(x2) právě tehdy, když y1 ≡ y2 (mod m) a y1 6= y2

Pro y1 existuje nejvýše
⌈ p

m

⌉
− 1 hodnot y2 takových, že y1 ≡ y2 (mod m) a y1 6= y2

Počet takových dvojic (y1, y2) je nejvýše p(
⌈ p

m

⌉
− 1) ≤ p( p+m−1

m − 1) ≤ p(p−1)
m

Počet funkcı́ ha,b ∈ H způsobujı́cı́ch kolizi ha,b(x1) = ha,b(x2) je nejvýše p(p−1)
m

Tudı́ž P[ha,b(x1) = ha,b(x2)] ≤ p(p−1)
m|H| ≤

1
m .
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Universálnı́ hešovánı́: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime
ha,b(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvočı́slo většı́ než u

H = {ha,b; a, b ∈ [p], a 6= 0}

Lemma
Pro libovolná různá x1, x2 ∈ [p] rovnice

y1 = ax1 + b mod p

y2 = ax2 + b mod p

definujı́ bijekci mezi (a, b) ∈ [p]2 a (y1, y2) ∈ [p]2.

Systém H je 2-nezávislý

Počet y1 takových, že z1 = y1 mod m je nejvýše
⌈ p

m

⌉
Počet (y1, y2) takových, že z1 = y1 mod m a z2 = y2 mod m je nejvýše

⌈ p
m

⌉2

Počet funkcı́ ha,b takových, že ha,b(x1) = z1 a ha,b(x2) = z2 je nejvýše
⌈ p

m

⌉2

P[ha,b(x1) = z1 a ha,b(x2) = z2] ≤
⌈ p

m

⌉2 1
p(p−1)

≤
( p+m

m

)2 2
p2 ≤

(
2p
m

)2
2

p2 = O
( 1

m2

)
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Universálnı́ hešovánı́: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime
ha,b(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvočı́slo většı́ než u

H = {ha,b; a, b ∈ [p], a 6= 0}

Systém H nenı́ 3-nezávislý
(k , c)-nezávislost systému H znamená, že H je (k , c)-nezávislý pro libovolná
p ≥ u ≥ m, kde p je prvočı́slo

A to včetně přı́padů p = u = m

Kdyby existovalo c takové, že by systém H byl (3, c)-nezávislý, pak |H| ≥ m3

c

Ale pro p = u = m má H pouze m(m − 1) funkcı́
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Universálnı́ hešovánı́: Poly-mod-prime

Systém Poly-mod-prime

Necht’ p je prvočı́slo většı́ než u a k ≥ 1 celé čı́slo

ha0,...,ak−1 (x) = (
∑k−1

i=0 aix i mod p) mod m

H =
{

ha0,...,ak−1 ; a0, . . . , ak−1 ∈ [p]
}

Cvičenı́: k-nezávislost
Systém Poly-mod-prime je k-nezávislý.
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Universálnı́ hešovánı́: Multiply-shift

Multiply-shift

Předpokládáme, že u = 2w a m = 2l

ha(x) = (ax mod 2w ) >> (w − l)

H = {ha; a je liché w-bitové čı́slo }

Implementace v C
uint64_t hash(uint64_t x, uint64_t l, uint64_t a)
{ return (a*x) >> (64-l); }

Vlastnosti systému multiply-shift
Silně 2-nezávislý

Velmi rychlý na reálných počı́tačı́ch

V praxi často použı́vaný

Celý výpočet musı́ být proveden v neznaménkových celočı́selných typech, protože
ze součinu ax potřebujeme zı́skat poslednı́ch w bitů

Jirka Fink Datové struktury I 157



Universálnı́ hešovánı́: Tabulkové hešovánı́

Tabulkové hešovánı́

Předpokládáme, že u = 2w a m = 2l a w je násobek d

Bitový zápis čı́sla x ∈ U rozdělı́me na d částı́ x0, . . . , xd−1 po w
d bitech

Pro každé i ∈ [d ] vybereme náhodnou hešovacı́ funkci Ti : [2w/d ]→ M

Hešovacı́ funkce je h(x) = T0(x0)⊕ · · · ⊕ Td−1(xd−1)

Ilustrativnı́ přı́klad

x0 x1 x2 x3

h(x) = T0(x0)⊕ T1(x1)⊕ T2(x2)⊕ T3(x3)

Jeden bitJedna část

Univerzalita
Tabulkové hešovánı́ je silně 3-nezávislé, ale nenı́ 4-nezávislé.
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Universálnı́ hešovánı́: Tabulkové hešovánı́

Tabulkové hešovánı́

Předpokládáme, že u = 2w a m = 2l a w je násobek d

Bitový zápis čı́sla x ∈ U rozdělı́me na d částı́ x0, . . . , xd−1 po w
d bitech

Pro každé i ∈ [d ] vybereme náhodnou hešovacı́ funkci Ti : [2w/d ]→ M

Hešovacı́ funkce je h(x) = T0(x0)⊕ · · · ⊕ Td−1(xd−1)

Univerzalita
Tabulkové hešovánı́ je 3-nezávislé, ale nenı́ 4-nezávislé.

Důkaz 2-nezávislosti (3-nezávislost je ponechána na cvičenı́)
Mějme dva prvky x1 a x2 lišı́cı́ se v i-tých částech

Necht’ hi (x) = T0(x0)⊕ · · · ⊕ Ti−1(x i−1)⊕ Ti+1(x i+1)⊕ · · · ⊕ Td−1(xd−1)

P[h(x1) = z1] = P[hi (x1)⊕ Ti (x i
1) = z1] = P[Ti (x i

1) = z1 ⊕ hi (x1)] = 1
m

1

Náhodné jevy h(x1) = z1 a h(x2) = z2 jsou nezávislé
Náhodné proměnné Ti (x i

1) a Ti (x i
2) jsou nezávislé

Náhodné jevy Ti (x i
1) = z1 ⊕ hi (x1) a Ti (x i

2) = z2 ⊕ hi (x2) jsou nezávislé

P[h(x1) = z1 a h(x2) = z2] = P[h(x1) = z1]P[h(x2) = z2] = 1
m2
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1 Ti (x i
1) nabývá všech hodnot z M se stejnou pravděpodobnostı́ 1

m a náhodné
proměnné Ti (x i

1) a z1 ⊕ hi (x1) jsou nezávislé.
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Universálnı́ hešovánı́: Tabulkové hešovánı́

Tabulkové hešovánı́ nenı́ 4-nezávislé
1 Zvolı́me prvky x1, x2, x3 a x4 takové, že

části x1 splňujı́ x0
1 = 0, x1

1 = 0, x i
1 = 0 pro i ≥ 2

části x2 splňujı́ x0
2 = 1, x1

2 = 0, x i
2 = 0 pro i ≥ 2

části x3 splňujı́ x0
3 = 0, x1

3 = 1, x i
3 = 0 pro i ≥ 2

části x4 splňujı́ x0
4 = 1, x1

4 = 1, x i
4 = 0 pro i ≥ 2

2 Platı́ h(x1)⊕ h(x2)⊕ h(x3) = h(x4):
3 Zvolme libovolná z1, z2, z3 a necht’ z4 = z1 ⊕ z2 ⊕ z3

4 Jestliže h(x1) = z1, h(x2) = z2 a h(x3) = z3, pak h(x4) = z
5 Podmı́něná pravděpodobnost

P[h(x4) = z4|h(x1) = z1 a h(x2) = z2 a h(x3) = z3] = 1
6 P[h(x1) = z1 a h(x2) = z2 a h(x3) = z3 a h(x4) = z4]

= P[h(x4) = z4|h(x1) = z1 a h(x2) = z2 a h(x3) = z3]
·P[h(x1) = z1 a h(x2) = z2 a h(x3) = z3]

≥ 1
m3 pro nějaká z1, z2, z3 ∈ M

7 Tedy pro libovolné c ≥ 1 existujı́ m ∈ N, x1, x2, x3, x4, z1, z2, z3, z4 ∈ [u] taková, že
P[h(x1) = z1 a h(x2) = z2 a h(x3) = z3 a h(x4) = z4] ≥ 1

m3 >
c

m4
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Universálnı́ hešovánı́: Vektory

Multiply-shift pro vectory pevné délky k

Chceme hešovat vektor x1, . . . , xd ∈ U = [2w ] do S = [2l ], zvolme v ≥ w + l − 1

ha1,...,ad ,b(x1, . . . , xd ) = ((b +
∑d

i=1 aixi ) mod 2w ) >> (w − l)

H =
{

ha1,...,ad ,b; a1, . . . , ad , b ∈ [2v ]
}

Systém H je 2-nezávislý (bez důkazu)

Poly-mod-prime pro různě dlouhé řetězce I
Chceme hešovat řetězec x0, . . . , xd ∈ U do [p], kde p ≥ u je prvočı́slo

ha(x0, . . . , xd ) =
∑d

i=0 xiai mod p 1

H = {ha; a ∈ [p]}
P[ha(x0, . . . , xd ) = ha(x ′0, . . . , x

′
d′)] ≤ d+1

p pro různé řetězce délek d ′ ≤ d . 2

Poly-mod-prime pro různě dlouhé řetězce II
Chceme hešovat řetězec x0, . . . , xd ∈ U do M, kde p ≥ m je prvočı́slo

ha,b,c(x0, . . . , xd ) =
(

b + c
∑d

i=0 xiai mod p
)

mod m

H = {ha,b,c ; a, b, c ∈ [p]}
P[ha,b,c(x0, . . . , xd ) = ha,b,c(x ′0, . . . , x

′
d′)] ≤ 2

p pro různé řetězce délek d ′ ≤ d ≤ p
m .
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1 x0, . . . , xd jsou koeficienty polynomu stupně d a polynom je v proměnné a.
2 Dva různé polynomy stupně nejvýše d majı́ nejvýše d + 1 společných bodů, takže

existuje nejvýše d + 1 kolidujı́cı́ch hodnot α.

Jirka Fink Datové struktury I 161
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Lineárnı́ přidávánı́
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Hešovánı́ se separovanými řetězci

Popis
V přihrádce j jsou uloženy všechny prvky i ∈ S splňujı́cı́ h(i) = j ve spojovém
seznamu, dynamickém poli nebo vyhledávacı́m stromě.

Implementace
std::unordered map v C++

Dictionary v C#

HashMap v Java

Dictionary v Python

Jirka Fink Datové struktury I 163



Hešovánı́ se separovanými řetězci: Počet prvků v přihrádce

Značenı́
α = n

m je faktor zaplněnı́; předpokládáme α = Θ(1)

Iij je náhodná proměnná indikujı́cı́, zda i-tý prvek patřı́ do j-tého koše

Aj =
∑

i∈S Iij je počet prvků v j-té přihrádce

Pozorovánı́
Pokud je hešovacı́ systém silně 1-nezávislý, pak očekávaný počet prvků v přihrádce je
E [Aj ] = α. 1

E [Aj ] = E [
∑

i∈S Iij ] =
∑

i∈S E [Iij ] =
∑

i∈S P[h(i) = j] =
∑

i∈S
1
m = n

m
2

Lemma
Pokud je hešovacı́ systém silně 2-nezávislý, pak

E [A2
j ] = α(1 + α− 1/m)

E [A2
j ] = E [(

∑
i∈S Iij )(

∑
k∈S Ikj )] =

∑
i∈S E [I2

ij ] +
∑

i,k∈S,i 6=k E [Iij Ikj ] =

=
∑

i∈S P[h(i) = j] +
∑

i,k∈S,i 6=k E [h(i) = j a h(k) = j] = α+ n(n−1)

m2
3

Var(Aj ) = α(1− 1/m)

Var(Aj ) = E [A2
j ]− E2[Aj ] = α(1 + α− 1/m)− α2
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1 Systém hešovacı́ch funkcı́ H je silně k -nezávislý, pokud náhodně zvolená h ∈ H
splňuje P[h(xi ) = zi pro všechna i = 1, . . . , k ] = 1

mk pro všechna po dvou různá
x1, . . . , xk ∈ U a všechna z1, . . . , zk ∈ M.

2 Druhá rovnost plyne z linearity střednı́ hodnoty, druhá z definice střednı́ hodnoty a
třetı́ z 1-nezávislosti.

3 Druhá rovnost plyne z distribučnı́ho zákona a linearity střednı́ hodnoty a poslednı́
rovnost plyne ze silné 2-nezávislosti.
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Hešovánı́ se separovanými řetězci: Složitost operace Find

Očekávaný počet porovnánı́ při úspěšné operaci Find
Celkový počet porovnánı́ při vyhledánı́ všech prvků dělı́me počtem prvků

Předpokládáme silnou 2-nezávislost hešovacı́ho systému

Celkový počet porovnánı́ při vyhledánı́ všech prvků je
∑

j

∑Aj
k=1 k =

∑
j

Aj (Aj +1)

2

Očekávaný počet porovnánı́ je 1 + α
2 −

1
2m

E
[

1
n
∑

j
Aj (Aj +1)

2

]
= 1

2n (E [
∑

j Aj ] +
∑

j E [A2
j ]) = 1

2n (n + mα(1 + α− 1
m ))

Očekávaný počet porovnánı́ při neúspěšné operaci Find
Počet porovnánı́ při neúspěšném hledánı́ prvku x je počet prvků i ∈ S splňujı́cı́
h(i) = h(x)

Tedy chceme spočı́tat E [| {i ∈ S; h(i) = h(x)} |]
Předpokládáme c-universálnı́ hešovacı́ systém
Použitı́m linearity střednı́ hodnoty dostáváme

E [| {i ∈ S; h(i) = h(x)} |] =
∑

i∈S P[h(i) = h(x)] ≤
∑

i∈S
c
m = cα
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Hešovánı́ se separovanými řetězci: Nejdelšı́ řetězec

Definice
Posloupnost náhodných jevů En, n ∈ N se vyskytuje s velkou pravděpodobnostı́, pokud
existujı́ c > 1 a n0 ∈ N takové, že pro každé n ≥ n0 platı́ P[En] ≥ 1− 1

nc .

Triviálnı́ přı́klad
Jestliže náhodně hodı́me n mı́čů do n košů, pak s velkou pravděpodobnostı́ jsou
alespoň dva koše neprázdné. 1

Délka nejdelšı́ho řetězce
Pokud α = Θ(1) a systém hešovacı́ch funkcı́ je úplně náhodný, pak délka nejdelšı́ho
řetězce maxj∈M Aj = Θ( log n

log log n ) s velkou pravděpodobnostı́. Platı́ i pro
log n

log log n -nezávislý systém (Schmidt, Siegel, Srinivasan [24])

tabulkové hešovánı́ (Pǎtraşcu, Thorup [22])

Očekávaná délka nejdelšı́ho řetězce (Důsledek)
Pokud α = Θ(1) a systém hešovacı́ch funkcı́ je úplně náhodný, pak očekávaná délka
nejdelšı́ho řetězce je E [maxj∈M Aj ] = Θ( log n

log log n ).

Jirka Fink Datové struktury I 166



1 P[En] = 1− 1
nn−1 ≥ 1− 1

n2 pro n ≥ 3.
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Hešovánı́ se separovanými řetězci: Nejdelšı́ řetězec

Délky nejdelšı́ho řetězce
Pokud α = Θ(1) a systém hešovacı́ch funkcı́ je úplně náhodný, pak délka nejdelšı́ho
řetězce maxj∈M Aj = Θ( log n

log log n ) s velkou pravděpodobnostı́.

Chernoffův odhad

Necht’ X1, . . . ,Xn jsou nezávislé náhodné proměnné majı́cı́ hodnoty {0, 1}. Označme
X =

∑n
i=1 Xi a µ = E [X ]. Pak pro každé c > 0 platı́

P[X > cµ] <
e(c−1)µ

ccµ .

Důkaz: maxj∈M Aj = O
(

log n
log log n

)
s velkou pravděpodobnostı́

Necht’ ε > 0 a c = (1 + ε) log n
µ log log n . Tedy cµ = (1 + ε) log n

log log n

Platı́ P[maxj Aj > cµ] = P[∃j : Aj > cµ] ≤
∑

j P[Aj > cµ] = mP[A1 > cµ]

Aplikujeme Chernoffův odhad na proměnné Ii1 pro i ∈ S: µ = E [A1] = α

Platı́ P[maxj Aj > cµ] ≤ mP[A1 > cµ] < me−µecµ−cµ log c
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Hešovánı́ se separovanými řetězci: Nejdelšı́ řetězec

Důkaz: maxj∈M Aj = O
(

log n
log log n

)
s velkou pravděpodobnostı́

Necht’ ε > 0 a c = (1 + ε) log n
µ log log n . Tedy cµ = (1 + ε) log n

log log n

P[max
j

Aj > cµ] < me−µecµ−cµ log c

= me−µe(1+ε) log n
log log n−(1+ε) log n

log log n log
(

(1+ε) log n
µ log log n

)

= me−µn
1+ε

log log n−
1+ε

log log n log
(

(1+ε)log n
µ log log n

)

= me−µn
1+ε

log log n−(1+ε)+ 1+ε
log log n log( µ

1+ε
log log n)

=
m

n1+ ε
2

e−µn−
ε
2 + 1+ε

log log n +(1+ε)
log( µ

1+ε
log log n)

log log n

<
1
αn

ε
2

e−µn0 <
1

n
ε
3

. . . pro dostatečně velká n

Protože − ε
2 + 1+ε

log log n + (1 + ε)
log( µ

1+ε
log log n)

log log n < 0 pro dostatečně velká n.

Tedy P[maxj Aj ≤ (1 + ε) log n
log log n ] > 1− 1

n
ε
3

.
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Vı́ce-přihrádkové hešovánı́ se separovanými řetězci

2-přihrádkové hešovánı́
Prvek x může být uložen v přihrádce h1(x) nebo h2(x) a nový prvek vkládáme do
přihrádky s menšı́m počtem prvků, kde h1 a h2 jsou dvě hešovacı́ funkce.

2-přihrádkové hešovánı́: Délka nejdelšı́ho řetězce (bez důkazu)
Očekávaná délka nejdelšı́ho řetězce je O(log log n).

k -přihrádkové hešovánı́
Prvek x může být uložen v přihrádkách h1(x), . . . hk (x) a nový prvek vkládáme do
přihrádky s menšı́m počtem prvků, kde h1, . . . hk jsou hešovacı́ funkce.

k -přihrádkové hešovánı́: Délka nejdelšı́ho řetězce (bez důkazu)

Očekávaná délka nejdelšı́ho řetězce je O
(

log log n
log k

)
.

Jirka Fink Datové struktury I 169



Obsah

1 Amortizovaná analýza
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Lineárnı́ přidávánı́

Cı́l

Chtěli bychom ušetřit pamět’, a tak prvky budeme ukládat přı́mo do tabulky.

Operace Insert
Nový prvek x vložı́me do prázdné přihrádky h(x) + i mod m s nejmenšı́m možným
i ≥ 0.

Operace Find
Iterujeme dokud nenajdeme prvek nebo prázdnou přihrádku.

Operace Delete
Lı́na varianta: Přihrádku smazaného prvku označkujeme, aby následné operace
Find pokračovali v hledánı́

Varianta bez značkovánı́: Zkontroluje a přesouvá prvky v celém řetězci
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Lineárnı́ přidávánı́: Složitost operacı́ Find, Insert a Delete

Předpoklady
m ≥ (1 + ε)n

Pokud přihrádky po smazaných prvcı́ch jen značkujeme, pak n je součet počtu
prvků a označkovaných přihrádek

Očekávaný počet porovnánı́ při operaci Insert je

O
( 1
ε2

)
pro úplně náhodný systém (Knuth, 1963 [15])

konstantnı́ pro log(n)-nezávislý systém (Schmidt, Siegel, 1990 [23])

O
(

1

ε
13
6

)
pro 5-nezávislý systém (Pagh, Pagh, Ruzic, 2007 [19])

O(log n) pro 4-nezávislý systém (Pǎtraşcu, Thorup, 2010 [21]) 1

O
( 1
ε2

)
pro tabulkové hešovánı́ (Pǎtraşcu, Thorup, 2012 [22])
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1 Existuje 4-nezávislý hešovacı́ systém a posloupnost operacı́ Insert nezávislá na
vybrané hešovacı́ funkci taková, že očekávaná složitost je Ω(log n).
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Lineárnı́ přidávánı́: Analýza

Počet prvků od dané přihrádky do nejbližšı́ volné přihrádky
Jestliže α < 1 a systém hešovacı́ch funkcı́ je úplně náhodný, pak očekávaný počet
porovnánı́ klı́čů je O(1). 1

Důkaz

1 Necht’ 1 < c < 1
α

a q =
(

ec−1

cc

)α
Platı́ 0 < q < 1 2

2 Necht’ pt = P[| {x ∈ S; h(x) ∈ T} | = t ] je pravděpodobnost, že do dané množiny
přihrádek T velikosti t je zahešováno t prvků. Pak pt < qt . 3

Necht’ Xi je náhodná proměnná indikujı́cı́, zda prvek i je zahěšován do T
Necht’ X =

∑
i∈S Xi a µ = E [X ] = tα

Platı́ cµ = cαt < t
Chernoff: pt = P[X = t] ≤ P[X > cµ] <

(
ec−1

cc

)µ
= q

µ
α = qt

3 Necht’ b je nějaká přihrádka. Necht’ p′k je pravděpodobnost, že přihrádky b až
b + k − 1 jsou obsazeny a b + k je prvnı́ volná přihrádka. Pak p′k <

qk

1−q . 4

p′k <
∑∞

s=0 ps+k < qk ∑∞
s=0 qs = qk

1−q

4 Očekávaný počet porovnánı́ klı́čů je∑m
k=0 kp′k <

1
1−q

∑∞
k=0 kqk = 2−q

(1−q)3
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1 Neúspěšná operace Find musı́ dojı́t až k volné přihrádce a též operace Insert,
pokud cestou nenı́ přihrádka označená operacı́ Delete. Úspěšná operace Find
může porovnat méně prvků. Složitost operace Delete se v různých verzı́ lišı́, ale v
rozumných implementacı́ch dojde nejhůře k nejbližšı́ volné přihrádce. Knuth [15]
spočı́tal očekávanou složitost přesně, ale výpočet je náročný.

2 Zjevně q > 0. Chceme dokázat, že ec−1

cc = ec−1−c log c < 1. Musı́me tedy dokázat,
že c − 1− c log c < 0 pro c > 1. Pro c = 1 máme c − 1− c log c = 0, abychom
dokázali ostrou nerovnost pro c > 1, ukážeme, že funkce c − 1− c log c je pro
c > 1 klesajı́cı́. Derivace 1− log c − 1 je záporná pro c > 1.

3 Zde uvažujeme prvky, které hešovacı́ funkce zobrazı́ do daných přihrádek, a
nikoliv prvky, které se do daných přihrádek dostanou vlivem lineárnı́ho přidávánı́.

4 Tedy přihrádky b − s až b + k − 1 jsou obsazeny pro nějaké s. Indexy přihrádek
počı́táme modulo m.
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Lineárnı́ přidávánı́: Proč 2-nezávislý systém nestačı́?

Modulenı́ reálných čı́sel
Pro x ∈ R a m > 0 existuje právě jedno k ∈ Z takové, že 0 ≤ x − km < m

Pro x ∈ R a m > 0 definujme x mod m = x − km

Kombinace systému Multiply-shift a Lineárnı́ho přidávánı́

Multiply-shift: h(x) = (ax mod 2w ) >> (w − l) =
⌊

ax mod 2w

2w−l

⌋
= bh′(x)c,

kde h′(x) = ax mod 2w

2w−l = ax
2w−l mod 2l = ( a

2w−l mod m)x mod m = h′(1)x mod m

Platı́ h′(x)− h′(y) mod m = h′(1)x − h′(1)y mod m = h′(x − y) mod m

Speciálně h′(x + 1)− h′(x) mod m = h′(1)

ha(0)

ha(1)

ha(2)

ha(3)

ha(4)

ha(5)

Jaká je očekávaná složitost vloženı́ prvků S = {1, . . . , n}?
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Lineárnı́ přidávánı́: Proč 2-nezávislý systém nestačı́?

Kombinace systému Multiply-shift a Lineárnı́ho přidávánı́

Platı́ h′(ix) mod m = h′(1)ix mod m = ih′(x) mod m

Jestliže h′(x) ≤ 1 pro nějaké x ∈ S, pak h′(ix) ≤ i

Tedy prvky x , 2x , . . . , kx padnou do nejvýše k sousednı́ch přihrádek

Navı́c prvky x + j , 2x + j , . . . , kx + j též padnou do nejvýše k sousednı́ch
přihrádek pro j = 0, . . . , x − 1

ha(0) ha(x)

Lineárnı́ přidávánı́ a hešovacı́ systémy (Pǎtraşcu, Thorup, 2010 [21])

Multiply-shift má očekávanou složitost Θ(log n) operace Find

Existuje 2-nezávislý systém s očekávanou složitostı́ Θ(
√

n) operace Find
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Kukačkové hešovánı́ (Pagh, Rodler [20])

Popis
Pro dvě hešovacı́ funkce h1 a h2 prvek x musı́ být uložen v přihrádce h1(x) nebo h2(x).
V jedné přihrádce může být uložen nejvýše jeden prvek.

Operace Find a Delete
Triviálnı́, složitost O(1) v nejhoršı́m přı́padě.

Přiklad operace Insert

Úspěšné vloženı́ prvku x do přihrádky h1(x) po třech realokacı́ch

Prvek y nenı́ možné vložit do h1(y)

a c e f h i k l m n o r s

h1(x)

h1(a) or h2(a)

h1(y)
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Kukačkové hešovánı́: Algoritmus pro operaci Insert

Vloženı́ prvku x do tabulky T

1 pos← h1(x)

2 for n krát 1 do
3 if T[pos] je prázdná then
4 T[pos]← x
5 return

6 swap(x, T[pos])
7 if pos == h1(x) 2 then
8 pos← h2(x)
9 else

10 pos← h1(x)

11 rehash()
12 insert(x)

Rehash
Náhodně vygenerujeme nové hešovacı́ funkce h1 a h2 z H
Můžeme zvětšit velikost tabulky

Vložı́me všechny prvky do nové tabulky 3
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1 Po n pokusech jsme už určitě v cyklu. Lze ukázat, že v cyklu jsme s velkou
pravděpodobnostı́ už po Ω(log n) krocı́ch.

2 Potřebuje najı́t druhou pozici, ve které prvek x může být uložen.
3 Při vkládánı́ prvků do nové tabulky může dojı́t k Rehash, takže si při implementaci

musı́me dát pozor, abychom některé prvky neztratili.
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Kukačkové hešovánı́: Analýza

Neorientovaný kukačkový graf G

Vrcholy jsou přihrádky tabulky

Hrany jsou dvojice {h1(x), h2(x)} pro všechny prvky x ∈ S.

Vlastnosti kukaččı́ho grafu

Operace Insert postupuje po cestě z vrcholu h1(x) do prázdné pozice 1

Nový prvek nemůže být vložen, jestliže komponenta obsahujı́cı́ h1(x) obsahuje
kružnici

Lemma

Necht’ c > 1 a m ≥ 2cn. Pro dané přihrádky i a j je pravděpodobnost, že mezi i a j
existuje cesta délky k , nejvýše 1

mck .

Složitost operace Insert bez přehešovánı́

Necht’ c > 1 a m ≥ 2cn. Očekávaná délka cesty je O(1).

Počet přehešovánı́

Necht’ c > 2 a m ≥ 2cn. Očekávaný počet přehešovánı́ při vkládánı́ n prvků do tabulky
velikosti m je O(1). 2

Jirka Fink Datové struktury I 179



1 Z přihrádek komponenty tvořı́cı́ cestu je právě jedna volná, ale nemusı́ to být
přihrádka koncového vrcholu cesty.

2 Předpokládáme, že na začátku je tabulka prázdná a chceme vytvořit tabulku
velikosti m s n prvky.
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k = 1 For one element, the probability that it forms an edge ij is 2
m2 . So, the probability

that there is an edge ij is at most 2n
m2 ≤ 1

mc .

k > 1 There exists a path between i and j of length k if there exists a path from i to u of
length k − 1 and an edge uj . For one position u, the i-u path exists with probability

1
mck−1 . The conditional probability that there exists the edge uj if there exists i-u
path is at most 1

mc because some elements are used for the i-u path. By summing
over all positions u, the probability that there exists i-j path is at most
m 1

mck−1
1

mc = 1
mck .

Insert without rehashing:

Using the previous lemma for all length k and all end vertices j , the expected
length of the path during operation Insert is m

∑n
k=1 k 1

mck ≤
∑∞

k=1
k
ck = c

(c−1)2 .

Number of rehashes:

Using the previous lemma for all length k and all vertices i = j , the probability that
the graph contains a cycle is at most m

∑∞
k=1

1
mck = 1

c−1 .

The probability that inserting rehashes z times is at most 1
(c−1)z .

The expected number of rehashes is at most
∑∞

z=0 z 1
(c−1)z = c−1

(c−2)2 .
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Kukačkové hešovánı́: Analýza

Složitost operace Insert bez přehešovánı́

Necht’ c > 1 a m ≥ 2cn. Očekávaná délka cesty je O(1).

Počet přehešovánı́

Necht’ c > 2 a m ≥ 2cn. Očekávaný počet přehešovánı́ při vkládánı́ n prvků do tabulky
velikosti m je O(1). 1

Složitost operace Insert včetně přehešovánı́

Necht’ c > 2 a m ≥ 2cn a hešovacı́ systém je úplně nezávislý. Pak očekávaná
amortizovaná složitost operace Insert je O(1).

Pagh, Rodler [20]

Jestliže c > 1 a m ≥ 2cn a hešovacı́ systém je log n-nezávislý, pak očekávaná
amortizovaná složitost operace Insert je O(1).

Pǎtraşcu, Thorup [22]

Jestliže c > 1 a m ≥ 2cn a použijeme tabulkové hešovánı́, pak časová složitost
vytvořenı́ statické Kukačkové tabulky je O(n) s velkou pravděpodobnostı́.
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1 Předpokládáme, že na začátku je tabulka prázdná a chceme vytvořit tabulku
velikosti m s n prvky.
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Hešovánı́: Dalšı́ možnosti

Kvadratické prohledávánı́

Vložit prvek x do prázdné přihrádky h(x) + ai + bi2 mod m s nejmenšı́m možným
i ≥ 0, kde a, b jsou pevné konstanty.

Dvojité hešovánı́
Vložit prvek x do prázdné přihrádky h1(x) + ih2(x) mod m s nejmenšı́m možným
i ≥ 0, kde h1, h2 jsou dvě hešovacı́ funkce.

Brentova varianta operace Insert
Jestliže přihrádka

b = h1(x) + ih2(x) mod m je obsazená prvkem y

b + h2(x) mod m je taky obsazená

c = b + h2(y) mod m je prázdná,

pak přesuneme prvek y to přihrádky c a prvek x vložı́me do b. Tı́mto se zkrátı́
očekávaná doba hledánı́.
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Universálnı́ hešovánı́
Separované řetězce
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Bloom filtry (Bloom, 1970 [2]

cı́l

chtěli bychom datovou strukturu, která umı́ přidávat prvky a zjišt’ovat, zda byl daný
prvek vložen

máme dlouhé klı́če a všechny se nám nevejdou do paměti 1

nevadı́ nám, když datová struktura občas vrátı́ špatnou odpověd’

Postup
Máme množinu S velikosti n z univerza U

Použijeme bitové pole M velikosti m 2

Zvolı́me k hešovacı́ch funkcı́ h1, . . . , hk : U → M 3

Na počátku jsou všechny bity nulové

Při vloženı́ prvku x ∈ S nastavı́me bity h1(x), . . . , hk (x) na jedničku

Jestliže pro y ∈ U je některý z h1(y), . . . , hk (y) nulový, pak určitě y nebyl vložen

Jestliže jsou všechny bity h1(y), . . . , hk (y) jedničkové, tak si nemůžeme být jisti,
že prvek nebyl vložen
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1 klı́če můžou být uživatelem navštı́vené url adresy nebo všechna analyzovaná
řešenı́ genetického algoritmu. nedostatečná kapacita paměti může být způsobena
obrovským množstvı́ dat nebo omezeným množstvı́m paměti, napřı́klad v
sušenkách prohlı́žečů.

2 Pamatujeme si jen m bitů, nikoliv n klı́čů.
3 Pro potřeby analýzy budeme předpokládat, že hešovacı́ systém je úplně nezávislý.
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Bloom filtry: Analýza

Cı́l

Jaká je pravděpodobnost, že dostaneme kladnou odpověd’, i když prvek nebyl
vložen?

Jak zvolik počet funkcı́ k , abychom minimalizovali pravděpodobnost špatné
odpovědi?

Analýza

Pravděpodobnost, že pozice h1(y) je nulová je
(
1− 1

m

)k n 1(
1− 1

m

)kn
=
(
(1 + −1

m )m) kn
m ≈ e−

kn
m =: p 2

Pravděpodobnost, že všechny bity h1(y), . . . , hk (y) jsou jedničkové, je (1− p)k

Chceme najı́t k minimalizujı́cı́ (1− p)k = ek log(1−p) 3

Z k = −m
n log p plyne k log(1− p) = −m

n log(p) log(1− p)

Ze symetriı́ funkcı́ log(p) log(1− p) odhadneme, že maximum nastane uprostřed
pro p = 1

2
4

Tedy k = m
n log 2 ≈ 0.69 m

n

Pravděpodobnost ”false positive“ je přibližně (1− p)k = 2−
m
n log 2 ≈ 0.62

m
n

Jirka Fink Datové struktury I 184



1 Pravděpodobnost, že hi (x) 6= h1(y) je 1
m . Funkcı́ hi je k , prvků x ∈ S je n a

náhodné veličiny hi (x) jsou nezávislé.
2 Z matematické analýzy vı́me, že limm→∞(1 + a

m )m = ea. Předpokládáme, že n
m je

konstanta, jak později uvidı́me, že k je též konstanta. Proto je exponent kn
m

konstantnı́. Z matematické analýzy bychom měli vědět, že chyba v aproximaci je
O
( 1

m

)
.

3 Funkce ea je rostoucı́ v a, takže stačı́ minimalizovat expoment.
4 Ve formálnı́m důkazu bychom našli lokalnı́ optima pomocı́ derivace a ověřili, že

máme globálnı́ maximum.
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Counting Bloom filtry, Fan et al. 2000 [7]

Cı́l
Chtěli bychom v Bloom filtru umět mazat prvky.

Postup
Na každé pozici v tabulce nebudeme mı́t jeden bit ale malý čı́tač

Při operace INSERTse čı́tače h1(x), . . . , hk (x) zvýšı́ o jedna

Při operaci DELETEse čı́tače h1(x), . . . , hk (x) snı́žı́ o jedna

Jestliže některý z čı́tačů h1(y), . . . , hk (y) je nulový, pak y nenı́ přı́tomen

Zvolı́me k = m
n log 2

Jestliže všechny čı́tače h1(y), . . . , hk (y) jsou kladné, pak y nenı́ přı́tomen s
pravděpodovnostı́ přibližně 0.62

m
n

Jak velký zvolit čı́tač, aby nedocházelo k přetečenı́?

Maximálnı́ hodnota čı́tače je Θ( log n
log log n ) s velkou pravděpodobnostı́ 1

Potřebujeme Θ(log log n
log log n )-bitový čı́tač

Bez důkazu: Pro 4-bitový čı́tač je pravděpodobnost přetečenı́ menšı́ než
1.37 · 1015m
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1 Počet přičtených jedniček je nk = m log 2 a tato přičtenı́ jsou náhodně
distribuována mezi m přihrádek. Z analýzy hešovanı́ se separovanýmy řetězci
vı́me, že když faktor zaplněnı́ je konstantnı́, pak délka nejdelšı́ho řetězce je
Θ( log n

log log n ).
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6 Hešovánı́

7 Literatura

Jirka Fink Datové struktury I 186
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