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Cile predmétu

@ Naugit se navrhovat a analyzovat netrivialni datové struktury
@ Porozumét jejich chovani — jak asymptoticky, tak na readlném pocitaci
@ Zajima nas nejen chovani v nejhorsSim pfipadé, ale i pramérné/amortizované

@ Nebudujeme obecnou teorii vSech DS ani neprobirame vSechny varianty DS, ale
ukazujeme na prikladech riizné postupy a principy
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0 Amortizovang analyza

e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy
© Haldy

© Geometrické datové struktury
Q@ Hesovani

Q Literatura
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Zapocet: Domaci ukoly

Podminky

@ Bude zadano pét domacich Ukoll po 110 bodech
K ziskani zapoctu je nutné ziskat alespon 320 bodt

Ukol = implementace DS + méfeni + grafy + zdivodnéni vysledku

Ukol musi byt odevzdan véas a DS musi byt funkéni

Dilirazné doporucujeme pouzivat C/C++, i kdyZ povolujeme i Javu a C#
Nepouzivejte cizi kod ani knihovny tretich stran

®© 6 6 6 o ¢

K implementaci DS nepouzivejte ani standardni knihovny (ani std::list, std::vector,
etc.)

@ Ukoly jsou zadavany centralng, ale opravuje je vyuéuiici, u kterého jste
registrovani na SISu

@ P¥i odevzdani v predterminu mizZete navic ziskat 10 bod( nebo poslat opravené
feSeni

@ Presna pravidla a vzorovy priklad jsou na webu prednasky
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Nové predmety

@ Na cviCenich se predevsim rozebiraji domaci Ukoly
@ Nezbyva mnoho ¢asu na procviceni

@ Rada studentti neumi implementovat datové struktury v rozumném ¢ase bez
zdlouhavého hledani chyb

Analyza datovych struktur (NTIN105)

@ Navrh a analyza datovych struktur, které zaznély na prednasce, ale na jejich
zkoumani neni na klasickém cviceni ¢as

@ Vyudujici: Martin Mare$
@ Rozvrh bude umluven po emailu (mares+ds@kam.mff.cuni.cz)
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Nové predmety

Implementace datovych NTIN106)

@ Naucit studenty efektivné implementovat datové struktury v rozumném ¢ase bez
Gnavného hledani chyb

@ Vyucujici: Jirka Fink
@ Rozvrh: stfeda, 17:20, S4

V.

@ Navrh implementace datovych struktur

@ Application programming interface

Unit a integrity testy

Implementace bez rekurze (a zasobniku)

Spojovy seznam, stromy, ...

Sprava paméti

Paralelni programovani bez zamku

Implementace nastrojl vyssich programovacich jazykd v C/RAM
Diskuze riiznych implementaci domacich ukold, testovani a zkuSenosti

®© 6 6 6 6 o ¢

Zapocet: recenze feSeni domacich Gkolu ostatnich studentt (code review)
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o Amortizovana analyza
@ Inkrementace binarniho Citace
@ Dynamické pole
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Amortizovana analyza
Motivace

@ Uvazujme datovou struktury, ktera zvlada néjakou operaci vétsinou velmi rychle.

@ Ale obCas potrebuje reorganizovat svoji vnitini struktury, coz operaci v téchto
vyjime¢nych pfipadech zna¢né zpomaluje.

@ Tudiz je Casova slozitost v nejhorS§im pripadé velmi Spatna.

@ Predstavme si, ze naSe datova struktura je pouzita v néjakém algoritmu, ktery
operaci zavola mnohokrat.

@ V této situaci slozitost algoritmu ovliviiuje celkovy ¢as mnoha operaci, nikoliv
slozitost operace v nejhorsim pripadé.

@ Cil: Chceme zjistit “priimérnou” hodnotu ¢asovych slozitosti posloupnosti operaci,
ptipadné celkovou slozitost posloupnosti operaci.

v

Metody vypocétu amortizované slozitosti

@ Agregovana analyza
o Ucetni metoda
@ Potencialni metoda

v
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Amortizovana analyza
@ Inkrementace binarniho Citace

Vyhledavaci stromy
Cache-oblivious algoritmy
Haldy

Geometrické datové struktury

Hesovani

Literatura
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Inkrementace binarniho ¢itace: Agregovana analyza

Binarni ¢itac
@ Mame n-bitovy Citag inicializovany libovolnou hodnotou

@ P¥i operaci INCREMENT se posledni nulovy bit zméni na 1 a vS§echny nésledujici
jednickové bity se zméni na 0

@ PocCet zménénych bith v nejhorsSim pripade je n
@ Kolik bitll se zméni pfi k operacich INCREMENT?

Agregovana analyza

@ Posledni bit se zméni pii kazdé operaci — tedy k-krat

@ Predposledni bit se zméni pfi kazdé druhé operaci — nejvyse [k/2]-krat
@ i-ty bit od konce se zméni kazdych 2’ operaci — nejvyse [k/2'|-krat
@ Celkovy pocet zmén bitl je nejvyse

Yo [k/2] < 71+ k/2) < n+ kST 1/20 < 2k
@ Casova slozitost k operaci INCREMENT nad n-bitovym &itadem je O(n + k)
@ Jestlize k = Q(n), pak amortizovana slozitost na jednu operace je O(1)
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Inkrementace binarniho &itace: Uéetni metoda

Ucetni metoda

@ Zména jednoho bitu stoji jeden Zeton a na kazdou operaci dostaneme dva Zetony

@ Invariant: U kazdého jednickového bitu si uschovame jeden Zeton
@ P¥i inkrementu mame vynulovani jedni¢kovych bitl pfedplaceno

@ Oba Zetony poskytnuté k vykonani operace vyuZijeme na jedinou zménu nulového
bitu na jednicku a predplaceni jeho vynulovani

@ Na zacatku potrebujeme dostat nejvyse n Zeton(
@ Celkové dostaneme na k operaci n + 2k zetonl

@ Amortizovany poc¢et zménénych bitd pfi jedné operaci je O(1) za predpokladu
k=Q(n)
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Inkrementace binarniho ¢itace: Potencialni metoda

Potencialni metoda

@ Potencial nulového bitu je 0 a potencial jednickového bitu je 1

@ Potenciél éitade je soudet potencialtl vdech biti ©

@ Potencidl po provedeni j-té operace oznacme @; skutecny pocet zménénych bitd
pfi j-té operaci oznatme T; ®

@ Chceme spocitat amortizovany poCet zménénych bitd, ktery oznacime A

@ Pro kazdou operaci j musi platit T; < A+ (®;_1 — ;) pro libovolnou operaci j ®

@ Podobné jako v Ucetni metodé dostdvdme A> T, + (¢ — &;_4) > 2

@ Celkovy poCet zménénych bitl pii k operacich je

k k
DTS (2401 —d) <2k + &g — & <2k + 1,
j=1 j=1

protoze 0 < ®; <n ®
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@ V tomto trivialnim pfikladu je potencial presné pocet zetonu v Gcetni metodé.

@ &, je potencial pred provedeni prvni operace a ®, je potencial po posledni
operaci.

© Toto je zasadni fakt amortizované analyzy. Potencil je jako banka, do které
mUzeme uloZit penize (Cas), jestlize operace byla levna (rychle provedena). Pfi
drahych (dlouho trvajicich) operacich musime naopak z banky vybrat (snizit
potencial), abychom operaci zaplatili (stihli provést v amortizovaném ¢ase). V
amortizované analyze je cilem najit takovou potencialni funkci, Ze pfi rychle
provedené operaci potencial dostatecné vzroste a naopak pfi dlouho trvajicich
operaci potencial neklesne pfili§ moc.

Q Souctu Z]’.‘:1 (Pj—1 — ®;) = dg — d se Fiké teleskopicka suma a tento nastroj
budeme Easto pouzivat.
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Potencialni metoda

Potencial ® je funkce, ktera kazdy stav datové struktury ohodnoti nezapornym realnym
¢islem. Operace nad datovou strukturou ma amortizovanou slozitost A, jestlize
libovolné vykonani operace spliuje

T<A+ (9(S)—9(5)),

kde T je skutecny ¢as nutny k vykonani operace, S je stav pred jejim vykonanim a S’
je stav po vykonani operace.

Ptiklad: Inkrementace binarniho Citace
@ Potencial ¢ je definovan jako pocet jednickovych bitd v Eitaci

@ SkuteCny ¢as T je pocet zménénych bitl pfi jedné operaci INCREMENT
@ Amortizovany cas je 2
@ Plati T < A+ (®(S) — 9(S))
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o Amortizovana analyza

@ Dynamické pole
o Vyhledavaci stromy

a Cache-oblivious algoritmy

Q Haigy

e Geometrické datové struktury
e HeSovani
e Literatura
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Dynamické pole
Dynamické pole

@ Mame pole, do kterého pridavame i mazeme prvky

@ Pocet prvkl oznacime n a velikost pole p

@ Jestlize p = n a mame pridat dalSi prvek, tak velikost pole zdvojnasobime

@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmensime na polovinu © )

Intuitivni pfistup @

@ Zkopirovani celého pole trva O(n)

@ Jestlize po realokaci pole mame n prvkd, pak dalsSi realokace nastane nejdrive po
n/2 operacich INSERT nebo DELETE®

@ Amortizovana slozitost je O(1)

v
Agregovana analyza: Celkovy ¢as

@ Necht k; je poCet operaci mezi (i — 1) a i-tou realokaci = >, ki = k
@ P¥i prvni realokaci se kopiruje nejvySe ng + ki prvkl, kde ny je pocate€ni pocet
@ P¥i i-té realokaci se kopiruje nejvyse 2k; prvku, kde i > 2 @

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvku je nejvyse no + ki + >, 2k < no + 2k

o’
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@ Presnéji: Uvazujeme pridavani a mazani prvkl ze zasobniku.

© V analyze poc¢itame pouze Cas na realokaci pole. VSechny ostatni ¢innost pfi
operacich INSERT i DELETE trvaji O(1) v nejhor§im Case. Zajiméa nas pocet
zkopirovanych prvk( pfi realokaci, protoze predpokladame, ze kopirovani jednoho
prvku trva O(1).

© Po realokaci a zkopirovani je nové pole z poloviny pIné. Musime tedy pfidat n
prvkl nebo smazat n/2 prvkd, aby doslo k dalSi realokaci.

© Nejhorsim pfipadem je posloupnost INSERT, kdy zdvojnasobime pocet prvkd,
které poté musime realokovat.
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Dynamické pole

Potencialni metoda

@ UvaZujme potencial

0 pokud p=2n
®=.n pokudp=n
n pokud p =4n
a tyto tfi body rozsifime po ¢astech linearni funkci
@ Explicitné
¢_{2n—p pokud p < 2n
p/2—n pokudp > 2n

@ Zména potencialu pfi jedné operaci bez realokace je ' — d <2 ©®
@ Skutecny pocet zkopirovanych prvki T vzdy spliuje T + (¢’ — d) < 2

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvku pfi k operacich je nejvyse
2K + &g — bk < 2k + o

@ Celkovy ¢as k operaci je O(ny + k)
@ Amortizovany Cas jedné operace je O(1)
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2  pokud pfidavame a p < 2n
—2 pokud mazemeap <2n
—1 pokud pfidavame a p > 2n
1 pokud mazeme a p > 2n
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o Vyhledavaci stromy
@ BBJ[a]-strom
@ Splay stromy
@ (a,b)-stromy
@ Cerveno-&erny strom
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Binarni vyhledavaci strom
Vlastnosti

@ Binarni strom (kazdy vrchol obsahuje nejvySe dva syny)

@ Kili¢ v kazdém vnitinim vrcholu je vétsi nez vSechny klice v levém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v pravém podstromu

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdeho klice je ulozena i hodnota)

(10
(5) (13
@ @ @ ®
® © /
o Pamét: O(n)

o Casova slozitost operace Find je linearni ve vysce stromu
@ Vyska stromu muze byt az n — 1

v,
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0 Amortizovana analyza

e Vyhledavaci stromy
@ BBJ[a]-strom

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury
e HeSovani
e Literatura
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Vahové vyvazené stromy: BB[a]-strom

BB[«]-strom (Nievergelt, Reingold [18])

@ Binarni vyhledavaci strom ©
@ Pocet vrcholll v podstromu vrcholu u oznaéme s, ®
@ Pro kazdy vrchol u plati, Ze podstromy obou synt u musi mit nejvySe as, vrcholll

® Zfejmé musi platit } <o <1 ®

Vyska BB[a]-stromu

|

@ Podstromy vSech vnukii kofene maji nejvy$e o®n vrcholi
@ Podstromy vSech vrchol(i v i-té vrstvé maji nejvy$e o'n vrcholl
@ a/n>1jenproi<logi(n)

@ Vyska BB[«]-stromu je ©(log n)

5

Operace BUILD: Vytvoreni BB[a]-stromu ze setfidéného pole
@ Prostredni prvek dame do kofene
@ Rekurzivné vytvofime oba podstromy
o Casova slozitost je O(n)
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@ V prednasce budeme predpokladat, Ze prvky jsou uloZeny ve vSech vrcholech, i
kdyz existuje varianta BB[«]-strom( majici prvky jen v listech.

© Do s, zapocitdvame i vrchol u.

© V literatufe muzeme najit rizné varianty této podminky. Podstatné je, aby oba
podstromy kazdého vrcholu méli ,zhruba" stejny pocet vrchold.

Q Proa= % Ize BB[«]-strom sestrojit, ale operace INSERT a DELETE by byly ¢asové
naro¢né. Pro a = 1 by vySka BB[«]-strom mohla byt linearni.
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BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE

Operace INSERT (DELETE je analogicky)
@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza) © ®

Amortizovana ¢asova slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)

@ Amortizovany ¢as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1) ®

@ P¥i jedné operaci INSERT/DELETE se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci INSERT nebo DELETE je O(log n)
@ Jaky je celkovy ¢as k operaci? @
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@ P¥i hledani listu pro novy vrchol stagi na cesté od kofene k listu kontrolovat, zda se
pfidanim vrcholu do podstromu syna neporusi vyvazovaci podminka. Pokud se v
néjakém vrcholu podminka porusi, tak se hledani ukoncCi a cely podstrom véetné
nového prvku znovu vybuduije.

@ Existuji pravidla pro rotovani BB[«a]-stromd, ale ta se ndm dnes nehodi.

© Operace BUILD podstromu vrcholu u trvd O(s,) a mezi dvéma operacemi BUILD
podstromu u je Q(s,) operaci INSERT nebo DELETE do podstromu u. VSimnéte si
analogie a dynamickym polem.

Q Intuitivné bychom mohli Fict, Ze v nejhorsim pfipadé BB[a]-strom nejprve
vyvazime v éase O(n) a poté provadime jednotlivé operace, a proto celkovy ¢as je
O(n + klog n), ale neni to pravda. Pro¢?
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BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE

Amortizovana ¢asova slozitost operaci INSERT a DELETE: Potencialni metoda
@ V této analyze uvazujeme jen Cas na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n)
@ Potencial vrcholu u definovan

0 pokud [Syw) — Sr(w)| <1
|S/(u) = S,(u)| jinak,

kde /(u) a r(u) jsou levy a pravy synové u.

Potencial BB[a]-stromu ¢ je soucet potenciald vrcholu

Pfi vloZeni/smazani prvku se potencidl ®(u) jednoho vrcholu zvysi nejvyse 0 2 ©
Pokud nenastane Rebuild, pak se potencial stromu zvysi nejvyse o O(log(n)) ®
Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak ®(u) > asy — (1 — a)su > (2a — 1)sy

Po rekonstrukci maji vechny vrcholy v podstromu u nulovy potencial ®

®© 6 6 6 o ¢

P¥i rekonstrukci poklesne potencial ® alespon o Q(sy), coz zaplati Cas na
rekonstrukci

Dale plati 0 < ® < hn = O(nlog n), kde h je vyska stromu @
Celkovy Cas na k operaci INSERT nebo DELETE je O((k + n)log n)
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@ Potencial se zméni praveé o 2, jestli rozdil velikosti podstrom(i se zméni z 1 na 2
nebo opacné. Jinak se potencial zméni pravé o 1.

© Potencial se muZze zménit pouze vrchollim na cesté z kofene do
nového/smazaného vrcholu a téch je O(log n).

© Pravé zde potrebujeme, aby potencial vrcholu byl nulovy, i kdyz se velikosti
podstromu jeho syn( lisi o jedna.

© Soucet potencialli vSech vrcholll v jedné libovolné vrstvé je nejvyse n, protoze
kazdy vrchol patfi do nejvyse jednoho podstromu vrcholu z dané vrstvy. Tudiz
potencial stromu & je vzdy nejvySe nh. TéZ Ize nahlédnout, Ze kazdy vrchol je
zapocitan v nejvySe h potencialech vrchold.
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0 Amortizovana analyza

e Vyhledavaci stromy

@ Splay stromy

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haioy

e Geometrické datové struktury
e HeSovani
e Literatura
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Staticky optimalni strom

Pro danou posloupnost operaci FIND najit binarni vyhledavaci strom minimalizujici
celkovou dobu vyhledavani.

W

Formalné

Mame prvky Xi, ..., X, s vahami wy, ..., w,. Cena stromu je >, w;h;, kde h; je
hloubka prvku x;. Staticky optimalni strom je binarni vyhledavaci strom s minimalni
cenou.

v

Konstrukce (cviceni)

@ O(n®) —trivialné dynamickym programovanim

@ O(n?) - vylepsené dynamické programovani (Knuth [14])

Jak postupovat, kdyz nezname vahy predem?

@ Pomoci rotaci bude udrzovat ¢asto vyhledavané prvky blizko kofene
@ Operaci SPLAY rotujeme” zadany prvek aZz do korene
@ Operace FIND vzdy vola SPLAY na hledany prvek

v
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Splay strom (Sleator, Tarjan [26]): Operace SPLAY prvku x

@ Zig rotace: Otec p prvku x je kofen

Q — (x)
A ®
2\

@ Zig-zig rotace: x a p jsou oba pravymi nebo oba levymi syny

(9) — ()
ONAY A @
ONA AN O,

AN /e, /o)

@ Zig-zag rotace: x je pravy syn a p je levy syn nebo opacné

© @ @— ®

® ONENO

A2 AN
/o fe\
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Uvazujeme buttom-up verzi, tj. prvek x nejprve najdeme a poté jej postupné rotujeme
nahoru, coZz znamena, ze x vzdy znaéi stejny vrchol postupné se presouvajici ke
kofeni a ostatni vrcholy stromu jsou sousedé odpovidajici dané rotaci.

Existuje téZ top-down verze [16], ktera vzdy rotuje vnuka kofene, jehoZ podstrom
obsahuje prvek x. Tato verze je sice v praxi rychlejsi, ale postup a analyza jsou
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Splay strom: Operace SPLAY prvku x

@ Zig-zag rotace jsou pouze dvé jednoduché rotace prvku x s aktualnim otcem

O @ 9— & @ — ®
® A R A Q )
A2 O AN
AN AW

@ Zig-zig rotace jsou taky dvé rotace,

© @ — & @ — @
® A Q ) Ao®

R A AN B =
AL e\ /o,

@ ale dvé rotace prvku x s aktualnim otcem by vedli ke épatnému vysledku

A
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Splay strom: Amortizovana analyza

Pro a, b, c € R splnujici a+ b < ¢ plati log,(a) + log,(b) < 2log,(c) — 2.

@ Plati 4ab = (a+ b)? — (a— b)?
@ Znerovnosti (a—b)2>0 a a+b<c plyne 4ab< c?
@ Zlogaritmovanim dostavame log,(4) + log,(a) + log,(b) < log,(c?)

Necht velikost s(x) je poGet vrcholl v podstromu x (véetné x)

Potencial vrcholu x je ®(x) = log,(s(x))
Potencial ¢ stromu je soucet potenciall vSech vrchold
s’ a ¢’ jsou velikosti a potencialy po jedné rotaci

e 6 6 6 ¢

Predkladame, Ze jednoduchou rotaci zvladneme v jednotkovém Case
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Lemma mizeme téz dokazat pomoci Jensenovy nerovnosti, ktera tvrdi:

Jestlize f je konvexni funkce, Xxi, ..., X, jsou Cisla z definiéniho oboru fa wy, ...

jsou kladné vahy, pak plati nerovnost

[ Zhiwixi\ _ XLy wif(x)
27:1 wi ) Z?:1 Wi

JelikoZ funkce log je rostouci a konkavni, dostavame

82 2 060) < jog (272 <tog(e) -1

z ¢ehoz plyne znéni lemmatu.
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Splay strom: Zig rotace
(®) — ()
ONEAY ARG
/a\ e\ e\ fe\

Analyza
° ¢/(x) = (p)
0 ¢'(p) < ¢'(x)
@ d'(u) = ®(u) pro véechny ostatni vrcholy u

0 & —o=""(¢'(u) -~ o(u))

= &'(p) — (p) + ' (x) — &(x)
< d'(x) — d(x)

Jirka Fink Datové struktury | 29



Splay strom: Zig-zag rotace

. — ®
® N ONENO

A2 /a [\ [y o)
o\ fe\

Analyza
Q o'(x) = o(g)
Q o(x) < o(p)
Q ¢'(p) +d'(g) <2¢'(x) -2

o s'(p) +5'(9) < s'(x)
o Zlemmatu plyne logy(s’'(p)) + logx(s'(g)) < 2logy(s'(x)) — 2

Q o' — & =d'(g) — d(g) + ¥'(p) — P(P) + P'(x) — P(x) < 2(P(x) — (x)) -2
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(@) — ()
ONEAY O
ORAY AN O,
/A /6\ /ey /o)

o @'(x) = ®(g)

@ d(x) < ®(p)

@ d'(p) < d'(x)

° s(x)+5'(g) < 5'(x)

@ d(x) + d'(g) <2d'(x) —2

0 &' — & =0'(g) — (g) + ¢'(p) — ®(p) + ¢'(x) — (x) < 3(¥'(x) — P(x)) — 2

v
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Splay strom: Analyza

@ Amortizovany ¢as jedné zigzig nebo zigzag rotace:
T+ —d<243(d(x) — d(x)) — 2 =3(d'(x) — d(x)) @
@ Amortizovany ¢as jedné zig rotace:
T+ —d <1+ (x)— d(x) <1+ 3(P'(x) — d(x))
@ Necht ¢; je potenciél po i-té rotaci a T; je skuteény Gas i-té rotace
@ Amortizovany ¢as (pocet jednoduchych rotaci) jedné operace SPLAY:

DT+ di—0 ) <14+ Y 3(®i(x) — d1(x))

i-ta rotace i-ta rotace @
<1+ 3(Pronec(X) — o(x))
<1+ 3log, n = O(log n)
@ Amortizovany ¢as jedné operace SPLAY je O(log n)

Skutecny ¢as k operaci SPLAY

@ Potencial vzdy splfiuje 0 < ® < nlog, n
@ Rozdil mezi kone€nym a pocateénim potencialem je nejvyse nlog, n
@ Celkovy €as k operaci SPLAY je O((n+ k) log n)

v

Jirka Fink Datové struktury | 32




@ Casy na nalezeni prvku a jeho SPLAY jsou stejné, a proto analyzujeme pocet
rotaci pfi operaci SPLAY. NeUspésna operace FIND dojde aZ k vrcholu majici
NULL v ukazateli, na kterém se vyhledavani zastavi. Na tento posledni vrchol je
nutné zavolat SPLAY, aby opakovana nelispésna vyhledavani méla amortizovanou
logaritmickou slozitost.

© T znadi skutecny cas rotace, coz je pocet jednoduchych rotaci k provedeni rotace
zig, zigzig nebo zigzag.

© Zig rotaci pouzijeme nejvyse jednou a proto zapocitame ,+1“. Rozdily
d’(x) — (x) se teleskopicky odectou a zUstane ndm rozdil potencialll vrcholu x
na konci a na zaCatku operace SPLAY. Na pocatku je potencial vrcholu x
nezaporny a na konci je x kofenem, a proto jeho potenciél je log,(n).
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Splay strom: Operace INSERT

Vlozeni prvku x

@ Zaéneme vyhledavanim klice x, které skonéi ve vrcholu u ©
© SPLAY(u)
© Vlozit novy vrchol s prvkem x ®

o —
5 A A

Amortizovana slozitost
@ Operace FIND a SPLAY: O(log n)

@ Vlozenim nového vrcholu potencidl ¢ vzroste nejvyse o @' (x) + &' (u) < 2log, n

@ Amortizovana slozitost operace INSERT je O(log n)
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@ v obsahuje kli¢, ktery je nejvétsi ze vsech ulozenych kli¢l mensich nez x nebo
nejmensi ze vSech uloZzenych kli€l nez x. Pokud je x mensi nebo vétsi nez
vSechny kliCe, pak je u uren jednoznacné, jinak mame volbu ze dvou moznych
vrcholl. Rozmysleme si, Ze posledni navstiveny vrchol pfi operaci FINDz
klasickych binarnich vyhledavacich stromu spliuje popsané pozadavky na vrchol
u.

© Pokud nechceme mit ve stromu duplicitni kli¢e a kli¢ vrcholu u je roven x, pak
vloZeni neprovedeme. Nicméné je stale nutné zavolat SPLAY na vrchol u, jinak by
opakované pokusy o vlozeni prvku x mohli byt hodné drahé.
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Splay strom: Operace Delete

Algoritmus

1 Splay(x)
2 L < levy podstrom x
3 if L je prazdny then
4 | Smazat vrchol x
5 else
6 Najit nejvétsi prvek av L
7 Splay(a)
8 L' + levy podstrom a
# @ nemd& pravého syna
9 Slougit vrcholy x a a

Pokud L je neprazdny, tak

() — O — (a)

AN OB\ AN
A
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Dalsi vlastnosti splay stromu

Véta (vyhledavani prvkd v rostoucim poradi)

Jestlize posloupnost vyhledavani S obsahuje prvky v rostoucim poradi, tak celkovy ¢as
na vyhledavani S ve splay stromu je O(n). ©

Véta (staticka optimalita)

Necht T je staticky strom, cr(x) je pocet navstivenych vrcholi pfi hledani x a
X1, ..., Xm je posloupnost obsahujici vSechny prvky. Pak libovolny splay strom provede
O(X1, cr(x;)) operaci pfi hledani xi, ..., Xn. @

Hypotéza (dynamicka optimalita)

Necht T je binarni vyhledavaci strom, ktery prvek x hleda od kofene vrcholu obsahujici
X a pritom provadi libovolné rotace. Cena jednoho vyhledani prvky je pocet
navstivenych vrcholl plus pocet rotaci a cr(S) je soucet cen vyhledani prvku v
posloupnosti S. Pak cena vyhledani posloupnosti S v splay stromu je O(n + ¢r(S)). ®
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@ nje opét pocet prvkl ve stromu a pocatecni splay strom miize mit prvky
rozmisténé libovolné.

© Kazdy prvek uloZeny ve stromé musime aspon jednou najit. Po¢atecni splay strom
mU(ze mit prvky rozmisténé libovolné.

© V dynamické optimalité maze T pii vyhledavani provadét rotace, takze mize byt
rychlej$i nez staticky optimalni strom, napfiklad kdyZz S €asto po sobé vyhledava
stejny prvek.
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Splay stromy: Vyhody a aplikace

Vyhody a nevyhody Splay strom0

+ Nepotiebuje pamét na speciélni pfiznaky @

+ Efektivné vyuZzivaji procesorové cache (Temporal locality)
- Rotace zpomaluji vyhledavani

- Vyhledavani nelze jednoduse paralelizovat

- Vys8ka stromu muaze byt i linearni @

Aplikace

@ Cache, virtualni pamét, sité, file system, komprese dat, ...

@ Windows, gcc compiler and GNU C++ library, sed string editor, Fore Systems
network routers, Unix malloc, Linux loadable kernel modules, . ..
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@ Cerveno-8erné stromy potiebuji v kazdém vrcholu jeden bit na barvu, AVL stromy
jeden bit na rozdil vySek podstromu synd.

@ Kdyz vyhledame vsechny prvky v rostoucim poradi, pak strom zdegeneruje na
cestu. Proto splay strom neni vhodny v real-time systémech.
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1. domaci ukol: Splay stromy

Stru¢né zadani
@ Implementujte Splay strom s operacemi SPLAY, FIND, INSERT

@ Implementujte ,naivni Splay strom”, ktery v operaci SPLAY naivné pouziva jen
jednoduché rotace misto dvojitych

@ Méfte primérnou hloubku hledaného prvku pfi operacich FIND

@ Analyzuijte zavislost primérné hloubky hledanych prvkd na poctu prvk( v Splay
stromu a velikosti hledané podmnoziny

@ Analyzujte primérnou hloubku hledanych prvk( v nékolika testech

@ Napiste program, ktery spocita primérnou hloubek prvkil ve staticky optimalnim
stromu pro danou posloupnost vyhledavani

@ Srovnejte primérné hloubky hledanych prvkud ve Splay stromu a ve staticky
optimalnim stromu

@ Termin odevzdani: 28. 10. 2018, predtermin 21.10.2018
@ Generator dat a dalsi podrobnosti: https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/
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0 Amortizovana analyza

e Vyhledavaci stromy

@ (a,b)-stromy

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury
e HeSovani
e Literatura

Jirka Fink Datové struktury | 38



Vyhledavaci strom

Vlastnosti
@ Vnitfni vrcholy maji libovolny poCet synu (typicky alespon dva)
@ Vnitini vrchol s k syny ma k — 1 setfidénych klicl
@ V kazdém vnitfnim vrcholu je i-ty kli¢ vét§i nez vSechny klice v i-tém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v (i + 1) podstromu pro vSechny klice i

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téz ve vnitinich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

Priklad
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight [1])

Vlastnosti
@ a, b jsou cela ¢isla spliujicia>2a b >2a— 1
@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom
@ Vsechny vnitfni vrcholy kromé kofene maji alespon a synu a nejvySe b synl

@ Kofen ma nejvyse b synl
@ VSechny listy jsou ve stejné vysce

@ Pro zjednoduseni uvazujeme, Ze prvky jsou jen v listech

Priklad: (2,4)-strom
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu

V.
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(a,b)-strom: Operace Insert

Algoritmus

1 Najit otce v, kterému novy prvek patfi
2 Pridat novy list do v
3 while deg(v) > bdo
# Najdeme otce U vrcholu V
if v je kofen then
\ Vytvofit novy kofen u s jedingym synem v
else
| u<otecv

N o g s

# Rozdé&lime vrchol V na V a V/

8 Vytvofit nového syna v’ otci u a umistit jej vpravo vedle v

9 Presunout nejpravejsich | (b + 1)/2] synl vrcholu v do v/

0 Presunout nejpravéjsich [(b+ 1)/2] — 1 kli¢t vrcholu v do v/
1 Presunout posledni kli¢ vrcholu v do u

2 V<< u

Casova slozitost

Linearni ve vySce stromu (pfedpokladame, Ze a, b jsou pevné parametry)
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Musime jesté dokazat, ze po provedeni vSech operaci doopravdy dostaneme

(a,b)-strom. Ovéfime, Ze rozdélené vrcholy maji alespon a synl (ostatni pozadavky
jsou trivialni). Rozdélovany vrchol méa na poc¢atku pravé b + 1 synl a pocet synu po
rozdéleni je |25 | a [2']. Protoze b > 2a — 1, poGet syni po rozdéleni je alespor

2]z 25 = la)=a

Jirka Fink Datové struktury | 42



(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu
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(a,b)-strom: Operace Delete

Algoritmus

1 Najit list | obsahujici prvek s danym klicem
2 v < otecl

3 Smazat |

4 while deg(v) < a & v neni kofen do

5 u <+ sousedni bratr v

6 if deg(u) > athen

7 \ Pfesunout spravného syna u pod v ®
8
9

else
Ptresunout véechny syny u pod v ®
0 Smazat u
1 if v nema Zadného bratra then
2 | Smazat kofen (otec v) a nastavit v jako kofen
3 else
4 | v« otecv
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@ P¥i pfesunu je nutné upravit klice ve vrcholech u, v a jejich otci.

© Vrchol u mél a, vrchol v mél a — 1 synd. Po jejich sjednoceni mame vrchol s
2a—1 < bsyny.
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(a,b)-strom: Analyza

@ (a,b)-strom vysky d ma alespon a®~ "' a nejvyse b listd.

@ Vyska (a,b)-stromu spliuje log, n < d < 1 + log, n.

Casova slozitost operaci Find, Insert and Delete je O(log n).

Pocet modifikovanych vrcholu pfi vytvoreni stromu operaci Insert

@ Vytvafime (a,b)-strom pomoci operace Insert

@ Zajima nas celkovy podet vyvaZzovacich operaci ©

@ Pfi kazdém Stépeni vrcholu vytvofime novy vnitfni vrchol

@ Po vytvofeni ma strom nejvySe n vnitfnich vrchold

@ Celkovy pocet Stépeni je nejvySe n a pocet modifikaci vrchold je O(n)

@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholl na jednu operaci Insert je O(1)
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@ P¥i jedné vyvaZzovaci operaci (Stépeni vrcholu) je pocet modifikovanych vrcholt
omezeny konstantou ($tépeny vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou pocty
modifikovanych vrcholl a vyvaZovacich operaci stejné.
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(a,b)-strom: Paralelni pfistup

Umoznit efektni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholu.

Operace Delete

Preventivné sloucit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo pfesunout synovce.
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(a,b)-strom: Paralelni pfistup: Priklad

@ Vlozte prvek s kliéem 6 do nasledujiciho (2,4)-stromu
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A-sort (Guibas, McCreight, Plass, Roberts [10])

Setfidit ,skoro” setfidéné pole

Modifikace (a,b)-stromu

Méame ulozeny ukazatel na vrchol s nejmensim klicem

Priklad: Vlozte kli¢ s hodnotou x; = 16
@ Zacneme od vrcholu

s nejmensim klicem a Prvek x; = 16

postupujeme ke kofeni,  Patfi do tohoto

dokud x; nepatii podstromu 20
podstromu aktualniho

vrcholu

@ V ramci tohoto

podstromu spustime Nejmens ifé

operaci Insert Vyska podstromu
@ Vyska podstromu je \

O(log f;), kde f; je pocet

klicti mensich nez x;
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A-sort: Algoritmus

Input: Posloupnost x1, X2, ..., Xp
1 T « prazdny (a,b)-strom
2 fori< nto14# Prvky prochdzime od konce
3 do

# Najdeme podstrom, do kterého vlozime X;

4 v « list s nejmensim klicem
5 while v neni kofen a x; je vétsi neZ nejmensi kli¢ v otci vrcholu v do
6 | v otecv

7 Vlozime x; do podstromu vrcholu v
Output: Projdeme cely strom a vypiSeme vSechny kli¢e (in-order traversal)
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A-sort: Slozitost (Brown, Tarjan [3], Mehlhorn [17])

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem
Jestlize ay, . . ., a, nezéporna realna Cisla, pak plati

EI 1a’ Ha’

@ Necht f, = | {j > i; x; < X} | je pocet klici mensich nez x;, které jiz jsou ve stromu
pri vkladani x;

@ Necht F = | {(i,f); i >Jj,x < x}| =3, f je poCet inverzi

© Slozitost nalezeni podstromu, do kterého x; patti: O(log f;)

Casova slozitost

<
N
<
| A\

© Nalezeni téchto podstromu pro vSechny podstromy
ZIogf—logHf,—nlog\/7<nlogz”—nlogn ®

© Rozdélovani vrchold v prubéhu vSech operaci Insert: O(n)

Q Celkova slozitost: O(n + nlog(F/n))

@ Slozitost v nejhorsim pripadé: O(nlog n) protoze F < (3)

Q Jestlize F < nlog n, pak slozitost je O(nlog log n) @
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@ Misto AG nerovnosti mizeme pouzit Jensenovu nerovnost, ze které pfimo plyne
Zfln‘)gfi S Iog ngfl .

@ Tento algoritmus je bohuzel efektivni jen pro "hodné skoro’setiidéné posloupnosti.
Jestlize pocet inverzi je n'*¢, pak dostavame sloZitost tfidéni O(nlog n), kde € je
libovolné malé kladné cislo.
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(a,b)-strom: Zaveér

Pocet modifikovanych vrchold pri operaci Insert a Delete [12]
@ Predpoklad: b > 2a
@ Pocet modifikovanych vrcholl pfi / operacich Insert a k Delete je O(k + | + log n)
@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholll pfi operacich Insert a Delete je O(1)

Podobné datové struktury

@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, etc.

Aplikace
@ File systems napt. Ext4, NTFS, HFS+
@ Databaze
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0 Amortizovana analyza

e Vyhledavaci stromy

@ Cerveno-gerny strom

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury
e HeSovani
e Literatura
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Cerveno-¢erné stromy (Guibas, Sedgewick [11])

Definice

@ Binarni vyhledavaci strom s prvky ulozenymi ve v§ech vrcholech

©@ Kazdy vrchol je ¢erny nebo cerveny

© Vsechny cesty od korene do listli obsahuji stejny pocet ¢ernych vrcholl
@ Otec cerveného vrcholu musi byt ¢erny

© Listy jsou ¢erné ©

Priklad

\
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@ Nepovinna podminka, kterd jen zjednodusuje operace. V pfikladu uvazujeme, ze
listy jsou reprezentovany NIL/NULL ukazateli, a tedy imaginarni vrcholy bez prvkd.
Nékdy se téz vyZzaduje, aby kofen byl ¢erny, ale tato podminka neni nutna,
protoZze kofen mlzeme vzdy prebarvit na erno bez poruseni ostatnich podminek.
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v

Cerveno-Cerné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vrchol bez ¢ervenych synu

/e\

@ Vrchol s jednim ¢evnenym synem O

@ 10[20

6 & i 1 B
® o

@ Vrchol s dvéma Eervenymi syny

& A
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@ Prevod mezi Cerveno-Cernymi stromy a (2,4)-stromy neni jednoznaény, protoze
vrchol (2,4)-stromu se tfemi syny a prvky x < y lze prevést na €erny vrchol
Cerveno-Cerného stromu s prvkem x a pravym ¢ervenym synem y nebo s prvkem

y a levym &ervenym synem x.
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Cerveno-&erné stromy: Operace Insert

Vytvoreni nového vrcholu
@ Najit list pro novy prvek n
@ Pridat novy vrchol

— (®)
@/@\@ ®

NIL, NIL,

@ Pokud otec p je Cerveny, pak je nutné strom vybalancovat

Balancovani

@ Vrchol n a jeho otec p jsou Gervené vrcholy a toto je jedina porusena podminka
@ Déda g vrcholu n je erny
Musime uvaZovat tyto pfipady:
@ Stryc u je ¢erny nebo cerveny
@ Vrchol n je pravym nebo levym synem p (podobné pro vrchol p) @

A\
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@ S vyuzitim symetrii Ize pocet pfipadl sniZit.
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Cerveno-8erné stromy: Operace Insert, stryc je éerny

Poradi prvkl v (2,4)-stromu a vysledny ¢erveno-cerny strom zavisi na tom, zda vrchol
n je pravym nebo levym synem p a zda vrchol p je pravym nebo levym synem g.

)
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Cerveno-8erné stromy: Operace Insert, stryc je &erveny

Po rozdéleni vrchol (2,4)-stromu se prvek g presouva do otce, a proto je vrchol g J
Cerveny.
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Cerveno-&erné stromy: Vlastnosti

Dusledky ekvivalence s (2,4)-stromy
@ Vyska Gerveno-cerného stromu je ©(logn) ©
o Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)
@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholl pfi operaci Insert a Delete je O(1)
@ Paralelni pfistup (top-down balancovani)

Aplikace

@ Asociativni pole napf. std::map and std::set v C++, TreeMap v Java
@ The Completely Fair Scheduler in the Linux kernel
@ Computational Geometry Data structures
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@ Pocet cernych vrcholl na cesté ke kofeni je stejny jako vyska odpovidajiciho
(2,4)-stromu, a tedy vyska Cerveno-Gerného stromu je nejvySe dvojnasobek vysky
(2,4)-stromu.
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e Cache-oblivious algoritmy
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Pamétova hierarchie

Ptiklad velikosti a rychlosti rd

velikost rychlost
L1 cache 32 KB | 223 GB/s
L2 cache | 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s

RAM 32 GB 23 GB/s
SDD 112 GB | 448 MB/s
HDD 2TB | 112 MB/s

v

Trivialni program

# Inicializace pole 32-bitovych ¢isel velikosti n

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do

2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvo¥ime cyklus

3 AJi]=0, i=0
# M&¥ime dobu prubé&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
# Polet operaci je nezdvisly na n a d

a for (j=0; j< 2%; j++) do

5 L i=A[i] # Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic
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Pamétova hierarchie: Trivialni program

15 |
@ 10+
o
o
O
5 £+
0 1 w ‘ ‘ :
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
log, N
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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999 [9])

Zjednoduseny model pameti
@ Uvazujme pouze na dvé Urovné paméti: pomaly disk a rychla cache
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B ®
@ Velikost cache je M, takze cache ma P = ¥ ploku
@ Procesor mUlze pfistupovat pouze k datlim ulozenych v cache
@ Pamét je pIné asociativni @

@ Data se mezi diskem a cache presouvaji po celych blocich a nasim cilem je urcit
pocet blokl nactenych do cache

| \

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napt. velikost vrcholu
B-stromu pfi ukladani dat na disk).

| \

Cache-oblivious algoritmus
Algoritmus musi efektivné fungovat bez znalosti hodnot M a B. Dusledky:
@ Neni tfeba nastavovat parametry programu, ktery je tak prenositelnéjsi

@ Algoritmus dobre funguje mezi libovolnymi drovnémi paméti (L1 — L2 — L3 — RAM)

v
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@ Pro zjednoduseni predpokladame, Ze jeden prvek zabird jednotkovy prostor, takze
do jednoho bloku se vejde B prvku.

© Predpokladame, ze kazdy blok z disku mlze byt uloZzeny na libovolné pozici v
cache. Tento predpoklad vyrazné zjednoduSuje analyzu, i kdyz na realnych
pocitagich moc neplati, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Cache-oblivious analyza: Scanning

Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souctu a podobné)

Prvek Blok Pamét

@ Minimalni mozny pocet pfenesenych blokd je [n/B].
@ Skuteény pocet pfenesenych bloki je nejvyse [n/B] + 1.
@ Predpokladame, ze mame k dispozici O(1) registrl k uloZeni iteratoru a maxima.

v

Obraceni pole

Pocet prenesenych bloku je stejny za predpokladu, ze P > 2.
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Cache-oblivious analyza: Binarni halda a vyhledavani

Binarni halda v poli: Priichod od listu ke koreni

Zatétek haldy Ctené prvky Blok

@ Cesta ma O(log n) vrcholl

@ Poslednich ©(log B) vrcholl lezi v nejvyse dvou blocich
© Ostatni vrcholy jsou ulozeny v po dvou rtiznych blocich
Q O(log n — log B) = ©(log §) prenesenych blokd ©

Binarni vyhledavani

@ Porovnavame O(log n) prvku s hledanym prvkem @

@ Poslednich ©(log B) prvki je ulozeno v nejvyse dvou blocich
@ Ostatni prvky jsou uloZzeny v po dvou raznych blocich

@ O(log n — log B) prenesenych bloku
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@ Presnéji ©(max{1,logn — log B}). Dale predpokladame, ze n > B.
© Pro jednoduchost uvazujeme nelispésné vyhledavani.
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Cache-oblivious analyza: Mergesort

Pfipad n < M/2

Celé pole se vejde do cache, takze pfenasime 2n/B + O(1) bloku. ©

Délka spojovanych poli Vyska stromu rekurze
ni ]
n/21 I ]
nj4 | I I I ] log,(n/2)
log, n
ZOC_ T T T T T T T T T T T T T T T ]
J: log, z

Ptipad n > M/2

@ Nechi z je maximalni velikost pole, ktera mizZe byt setfidéna v cache ®
Q Platiz< ¥ <2z

Q Sliti jedne arovné vyzaduje 24 + 22 + O(1) = O(3) prenost. ®

©Q Pocet pfenesenych blokli je O(5) (1 +log, 2) = O(glog ). @

v
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@ Polovina cache je pouzita na vstupni pole a druha polovina na slité pole.

© Pro jednoduchost predpokladame, Ze velikosti poli v jedné urovni rekurze jsou
stejné. z odpovida velikosti pole v Grovni rekurze takové, Ze dvé pole velikost z/2
mohou byt slity v jedno pole velikost z.

© Sliti vSech poli v jedné Urovni do polovi¢niho poctu poli dvojnasobné délky
vyzaduje precteni vSech prvkl. Navic je treba uvazovat nezarovnani poli a blok(,
takZe hrani¢ni bloky mohou patfit do dvou poli.

© Funnelsort pfenese O( 3 logp ) bloku.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Trivialni pfistup

Strategie pro vymeénu stranek v cache

OPT: Optimalni off-line algoritmus predpokladajici znalost vSech pfistup do paméti
FIFO: Z cache smazeme stranku, ktera je ze vSech stranek v cachi nejdelsi dobu
LRU: Z cache smazeme stranku, ktera je ze vSech stranek v cachi nejdéle nepouzita

Trivialni algoritmus pro transpozici matice A velikost k x k

1 fori<«+ 1to kdo
2 forj <+ i+ 1to kdo
3 L SW&p(Aij, A/',')

v

Uvazujeme pouze ptipad
@ B < k: Do jednoho bloku cache se nevejde cela radka matice
@ P < k: Do cache se nevejde cely sloupec matice
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Trivialni pfistup

Ptiklad: Representace matice 5 x 5 v paméti

11]12]13] 14] 15 21| 22| 23] 24| 25] 31] 32| 33| 34| 35| 41| 42| 43] 44| 45| 51 [ 52| 53] 54 55
v

LRU a FIFO strategie

Pfi ¢teni matice po sloupcich si cache pamatuje poslednich P fadku, takze pfi éteni
prvku As 2 jiz prvek As 1 neni v cache. Poget prenesenych blokd je Q(k?).

| A\

OPT strategie

@ Transpozice prvniho radku/sloupce vyZaduje alespon k — 1 prenosu.

@ Nejvyse P prvkl z druhého sloupce zustane v cache.

© Proto transpozice druhého radku/sloupce vyzaduje alespon k — P — 2 prenosl.
@ Transpozice i-tého fadku/sloupce vyzaduje alespor max {0, k — P — i} prenosd.
@ Celkovy pocet prenosu je alespont 5" k — P — i = Q ((k — P)?).
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Cache-aware pristup

Cache-aware algoritmus pro transpozici matice A velikost k x k

# Nejprve si rozdélime danou matici na submatice velikosti zXx Zz

1 for (i=0;i < k;i+=2z)do
2 for j=1i;j < k;j+ =2z)do

# Transponujeme submatici zac&inajici na pozici (i,))

3 for (i = i;ii < min(k, i+ z); i+ +) do
4 for (jj = max(j, i + 1); jj < min(k,j + z); jj + +) do
5 | Swap(Aij, Aji)

Hodnoceni

@ Optimalni hodnota z zavisi na konkrétnim pocitaci
@ Vyuzivame jen jednu Groven cache
@ P¥i spravné zvolené hodnoté z byva tento postup nejrychlejsi
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Rekurzivné rozdélime na submatice

A Az T Al Al )
A == A =
( Aot Az ) ( A, Al

Matice A1 a Az se transponuji podle stejného schématu, ale A2 a Az1 se prohazuji.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

1 Procedure transpose_on_diagonal (A)

2 if Matice A je mala then

3 \ Transponujeme matici A trivialnim postupem
4 else

5 Ai1, A2, Aoy, Aze < soufadnice submatic

6 transpose_on_diagonal (A1)

7 transpose_on_.diagonal (Aoz)

8 transpose_and_swap (A12, A21)

9 Procedure transpose_and_swap (A, B)

0 if Matice A a B jsou malé then

1 | Prohodime a transponujeme matice A a B trividlnim postupem
2 else

3 A1 s A12, Aoq s A22, B4 s B12, Bo1 s Boo soufadnice submatic

4 transpose_and.swap (A11, Bi1)

5 transpose_and_swap (A127 Bo1)

6 transpose_and_swap (Az1, Bi2)

7 transpose_and_swap (Ag2, Boo)
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@ VSimnéme si, Ze matice A a B musi mit posice symetrické podle hlavni diagonaly
puvodni matice, a proto ve skutecnosti funkci t ranspose_and_swap () staci
predavat pozice matici A.

@ Ve funkci transpose_on_diagonal musi byt matice A Ctvercova a leZet na
hlavni diagondle, a proto staci pfedavat x-ovou soufadnici a fad matice.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Analyza poétu prenesenych bloku

@ Predpoklad ,Tall cache“: M > 4B2, tj. po&et blokU je alespori 4B @

@ Necht z je maximalni velikost submatice, ve které se jeden fadek vejde do
jednoho bloku @

©Q Plati:z<B<2z
© Jedna submatice z x z je uloZzena v nejvyse 2z < 2B blocich
© Dvé submatice z x z se vejdou do cache ®

Q@ Transpozice matice typu z x z vyzaduje nejvyse 4z prenosu
@ Mame (k/z)? submatic velikosti z

© Celkovy pocet prenesenych bloku je nejvyse ‘;—2 -4z < % = O(%)

© Tento postup je optimalni az na multiplikativni faktor ®
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@ Stacilo by predpokladat, Ze pocet bloku je alespon Q(B). Mame-li alespor 4B
blok(, pak je postup algebraicky jednodussi.

© Pokud zacéatek radky neni na zacatku bloku, tak je jeden fadek submatice ulozen
ve dvou blocich.

© Funkce transpose_and_swap pracujeme se dvéma submaticemi.

4 . . v v 2 , v
@ Cela matice je ulozena v alesponi £ blocich paméti.
B
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stroma

Sestrojit reprezentaci binarniho stromu efektivné vyuzivajici cache.
Pocitame pocet nactenych bloku pfi prichodu cesty z listu do kofene.

Binarni halda
Velmi neefektivni: PoCet pfenesenych bloki je ©(log n — log B) = ©(log 3)

B-regularni halda, B-strom
@ Vyska stromu je logg(n) +©(1) @
@ Jeden vrchol je uloZen v nejvySe dvou blocich
@ Pocet nactenych blokl je ©(logg(n)) @
@ Nevyhody: cache-aware a chtéli jsme binarni strom

Prevedeni na binarni strom
Kazdy vrchol B-regularni haldy nahradime binarnim stromem.
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@ Plati pro B-regularni haldu. B-strom ma vysku ©(logg(n).
© Asymptoticky optimalni feSeni — dikaz je zaloZzen na Information theory.
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stroma

al|a|a2
[b1[b[b2] [c1]c]c2] [d1]d[d2] [e1]e]e?]
ilile) [of]o]e] V] [l

(1) 62 (1) fe2)

doon gk as
...vynechano ...

LOIGIOIC) DI

a|a1Ha2 b|b1|b2 C|C1|02 d“d1“d2 e|e1|e2 f|f1 Hf2 H | Z|Z1|22

A T~

Cesta z kotene do listu 2
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stroma

Rekurzivni ,pottom-up* konstrukce van Emde Boas rozlozeni

@ van Emde Boas rozlozeni vEB, fadu 0 je jeden vrchol

@ VEB( obsahuje jednu horni“ kopii VEB,_1 a kazdému listu ,horni“ kopie méa dvé
,dolni“ kopie VEB_4

@ V poli jsou nejprve ulozena ,horni“ kopie a pak nasleduji vSechny ,doIni* kopie

Poradi vrcholl v poli podle van Emde Boas rozlozeni
(0)
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stroma

Rekurzivni ,jop-down* konstrukce van Emde Boas rozlozeni

Vypocet poctu nactenych bloki pfi cesté z kofene do listu

@ Necht h = log, n je vy$ka stromu

@ Necht z je maximalni vy$ka podstromu, ktery se vejde do jednoho bloku
@ Plati: z < log, B < 2z

@ Pocet podstrom( vysky z na cesté z kofene do listu je

h 2logpn
= S Togp B —2|0an

@ Pocet nactenych blokul je ©(logg n)
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Véta (Sleator, Tarjan [25])
@ Necht s1, ..., sk je posloupnost p¥istupl do paméti @
@ Necht Popr a PLru je podet blokt v cache pro strategie OPT a LRU @
@ Necht Fopr a FLru je podet pfenesenych bloki ®
@ Piru > Popt

P,
< LRU
Pak Firy < Piru—PopT Fopt + Popt

|

Dusledek

Pokud LRU mUze uloZit dvojnasobny pocet blok( v cache oproti OPT, pak LRU ma
nejvyse dvojnasobny pocet pienesenych bloki oproti OPT (plus Popt). @

N

Zdvojnasobeni velikosti cache nema vétsinou vliv na asymptoticky pocet

prenesenych bloku

@ Scanning: O(n/B)

@ Mergesort: O(3 log ;)

@ Funnelsort: O( 5 logp §)

@ The van Emde Boas layout: O(logg n)

Jirka Fink Datové struktury | 76



@ s; znaci blok paméti, se kterym program pracuje, a proto musi byt nacten do
cache. Posloupnost s, . . ., sk je pofadi blokll paméti, ve kterém algoritmus pracuje
s daty. Pfi opakovaném pfistupu do stejného bloku se blok posloupnosti opakuie.

© Predstavme si, Ze OPT strategie pustime na pocitaci s Popt bloky v cache a LRU
strategie spustime na pocitaci s Popt bloky v cache.

© Srovnavame pocet prenesenych blokti OPT strategie na pocitaci s Popt bloky a
LRU strategie na pocitaci s Popt bloky.

@ Formalné: Jestlize P.ry = 2Popr, pak Firu < 2Fopt + Popr.
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Ditkaz (Firy < m%— Fopt + Popt)

@ Pokud LRU ma f < Pry prenesenych blokl v podposloupnosti s, pak OPT
prenese alespon f — Popt blok( v podposlopnosti s
o Pokud LRU nacte v podposloupnost f rliznych bloku, tak podposloupnost obsahuje
alespon f rGznych blokd
o Pokud LRU nacte v podposloupnost jeden blok dvakrat, tak podposloupnost obsahuje
alespon P ry > f riznych blokd
o OPT ma pred zpracovanim podposloupnosti nejvyse Popt blokl z podposloupnosti v
cache a zbylych alespon f — Popt musi nacist
© Rozdélime posloupnost si, . . ., sy na podposlopnosti tak, ze LRU prenese Piry
blokl v kazdé podposloupnosti (kromé posledni)

© Jestlize Fipt and F/gy jsou poéty prenesenych blokl pfi zpracovani libovolné
podposloupnosti, pak F/ry < WFOPT (kromé posledni)
o OPT prenese F&pt > PLru — PopT blokl v kazdé podposloupnosti

Flry Piry
o ey Fop S PLru—Popt

© V posledni posloupnostl plati F/ry < Fdot + Popt

PLRU POPT
11 Pry
o Plati Fipr > Flky, — PorT a1 <

< P “Fopr
o Tedy FLRU < FOPT + Popt < FgPT + PopT

PLRU POPT
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Srovnani rychlosti ¢teni a zapisu z paméti

Cteni z paméti

# Inicializace pole 32-bitovych ¢isel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvorime cyklus
3 A[i=0]=0
# M&time dobu prub&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2%8; j++) do
5 L i = A[i] # Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic

Zapis do pameti

# M&¥ime dobu prubé&hu cyklu v zadvislosti na parametrech n a d
1 for (j=0; j< 2%8; j++) do
2 LA[(j*d)%n]:j# Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Srovnani rychlosti ¢teni a zapisu z paméti

25 ”
max=18s —— Gteni, d=1024
—— Cteni, d=32
—— Zapis, d=1024
1.5+ Zapis, d=32
——  Cteni, d=1
— —— Zapis, d=1
£,
o 1
O I
05 | /W
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 !
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
log, N
79

Jirka Fink Datové struktury |



Par trik( na zavér

Ktera varianta je rychlejsi a o kolik?

# Pouzijeme modulo:
1 for (j=0; j< 2%8; j++) do
2 | Al(*d) %n]=]
# Pouzijeme bitovou konjunkci:
3 mask=n—14 Predpoklddéme, Ze N je mocnina dvojky
4 for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L A[(j*d) & mask] = |

Jak dlouho pobézi vypocet vynechame-li posledni fadek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 | Afi] =i+d
3 A[i=0]=0
# M&¥ime dobu prubéhu cyklu v zavislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L i= A[i]
6 printf("%d\n”, i);
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o Haldy

@ d-regularni halda
@ Binomialni halda
@ Fibonacciho halda
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Zakladni pojmy
Kazdy prvek obsahuje
@ jednoznacny a nemeénny kli¢ identifikujici prvek a

@ prioritu, kterd nemusi byt jednozna¢na a muze se ménit.

Zakladni operace
@ INSERT
@ FINDMIN: Nalezeni prvku s nejmensi prioritou

@ DELETEMIN: Smazani prvku s nejmensi prioritou
@ DECREASE: Snizit hodnotu priority v daném vrcholu

Haldovy invariant

Priorita v kazdém vrcholu vétsi nebo rovna priorité otce.
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Halda: Aplikace

Aplikace
@ Prioritni fronta

@ Heap-sort
@ Dijkstrav algoritmus (nejkratsi cesta)
@ Jarniklv (Primuv) algoritmus (minimalni kostra)

Umisténi prvki ve stromu nemusi spliiovat podminku vyhledavani ©

Halda nemusi umét efektivné vyhledavat prvky podle klice!
Algoritmus vyuzivajici haldu si musi pamatovat, kde je ktery prvek ulozeny. @

Halda hodnoty kli¢t viibec nevyuziva ®
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@ Podminka vyhledavacich stromu (kli¢ v kazdém vnitfnim vrcholu je vétsi nez
vSechny kli¢e v levém podstromu a mensi nez vSechny kli€e v pravém podstromu)
neni v haldé spinéna.

@ Presnéji: pozici prvku je nutné si pamatovat, pokud potfebujeme operaci
DECREASE. Operace INSERT, FINDMIN a DELETEMIN pozice prvk( nepotfebuji.
Algoritmus si napiiklad mize pamatovat ukazatel na vrchol stromu obsahujici
dany prvek.

© Operace FINDMIN vraci prvek i s klicem, ktery muze byt vyuzit v dal§im algoritmu.
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o Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy

o Haldy

@ d-regularni halda

e Geometrické datové struktury
e HesSovani
e Literatura
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d-regularni halda (Johnson [13])

@ Kazdy vrchol ma nejvyse d synl

@ VSechny vrstvy kromé posledni jsou Uplné zaplnéné
@ Posledni hladina je zaplnénd zleva
@ Haldovy invariant (priorita v kazdém vrcholu vétsi nebo rovna priorité v otci)

Priklad 2-regularni (binarni) haldy

V.

Jaka je presna vyska d-regularni haldy s n prvky? @
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@ Necht hje nejnizsi plna hladina. Jelikoz h-t4 hladina obsahuje d" vrcholl, tak plati
n> d", z &ehoZ plyne h < log, n. Tudiz vy$ka d-regularni haldy s n prvky je
nejvyse 1 + log, n. Najdéte formuli udavajici pfesnou vysku d-regularni haldy.
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d-regularni halda: Representace
Binarni halda ulozena ve stromu

@ 6D @ /

A vrchol na pozici i ma otce na pozici | (i — 1)/2] a syny na pozici 2i + 1 a 2i + 2:

2 8 3 10 12 6 15 13 11 19

S SE———

Déti

Cviceni: UrCete pozice otce a synl pro obecnou d-regularni haldu
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d-regularni halda: Operace INSERT

Ptiklad: Vlozme prvek s prioritou 5
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a & W N =

d-ary heap: Operace INSERT a DECREASE

INSERT: Algoritmus

Input: Novy prvek s prioritou x

v < prvni volny blok v poli

Novy prvek ulozime na pozici v

while v nenfi kofen a otec p vrcholu v ma priority vétsi nez x do
Prohodime prvky na pozicich v a p

T

Operace DECREASE
Snizime prioritu a pokracujeme podobné jako pfi operaci INSERT

Casova slozitost ®

O(logy n)
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@ Pro presnéjsi analyzu nas zajima zavislost slozitosti na hodnoté d. Pozdéji se
nam bude hodit nastavovat d podle hodnot na vstupu.
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& 5
& o & ®

(13 @) (9

1 Pfesuneme posledni prvek do kofene v

2 while Néktery ze synu vrcholu v ma prioritu mensi neZ v do
3 u <+ syn vrcholu v s menSim prioritou

4 Prohodime prvky ve vrcholech u a v

5 V<u

O(dlogy n)
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d-regularni halda: Operace Build

Vytvofit haldu z daného pole prvku

Algoritmus

1 for r + posledni pozice to prvni pozice v poli do
# Zpracujeme vrchol r podobné jako pri operaci DELETEMIN
V< r
while Néktery ze syni vrcholu v ma prioritu mensi neZ v do
U < syn vrcholu v s mensim prioritu
Prohodime prvky ve vrcholech ua v
V< u

Podstromy vSech zpracovanych vrcholt tvori haldu
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d-regularni halda: Operace Build

Lemma (CviCeni)

= h d
Zﬁi d—12

h=0

Slozitost

@ Zpracovani vrcholu s podstromem vysky h: O(dh)

@ Uplny podstrom vysky h ma d” lista @

@ Kazdy list patfi do nejvySe jednoho Gplného podstromu vysky h.
@ Pocet vrcholl s podstromy vysky hje nejvyse  +1 < % ®

@ Celkova Casova slozitost

[logg N on d 2 ,
Z dhdh<2ndz an = n(ﬁ> < 2n2° = O(n)

h=0

@ Slozitost je O(n) pro libovolné d
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@ Podstromem vrcholu u rozumime vrchol u a véechny vrcholy pod w.
@ Clen ,+1“ zapogitavame, protoze jeden podstrom miize byt netplny.
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o Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy

o Haldy

@ Binomidlni halda

e Geometrické datové struktury
e HesSovani
e Literatura
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Binomialni strom

Definice
@ Binomidlni strom B, fadu 0 je jeden vrchol
@ Binomialni strom B, fadu k > 1 ma kofen, jehoz synové jsou kofeny binomialnich
strom@ fadu 0,1,... kK — 1.

Alternativné

Binomalni strom fadu k je vytvofen z dvou binomialnich stroml fadu k — 1 tak, ze se
jeden strom pfipoji jako nejpravéejsi syn korene druhého stromu.

Rekurzivni definice binomialniho stromu

Bk _1

By B; Bk—2 Bk«
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Binomialni strom: Priklad

Rekurzivni definice binomialniho stromu
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Binomialni strom: Vlastnosti

Rekurzivni definice binomialniho stromu

AK EA %
Bk71

Bk—2 Bk«

Vlastnosti
Binomialni strom Bx ma
@ 2% vrchold,
@ vysku Kk,
@ k synl v koreni,
@ maximalni stupen k,
o (¥) vrchol v hloubce d.
Podstrom vrcholu s k syny je izomorfni By.
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Mnozina binomialnich stromu

Pozorovani

Pro kazdé n existuje (pravé jedna) mnozina binomialnich stromt rlznych fada takova,
ze celkovy pocet vrcholl je n.

Vztah mezi binarnimi ¢isly a binomialnimi stromy

Priklad pro 1010, prvki

O

W &  ©
2 (& @
(19

Jirka Fink Datové struktury | 96



Binomialni halda (Vuillemin [27])

Binomialni halda je mnoZzina binomialnich stromi takova, ze:
@ Kazdy prvek je uloZzen prave v jednom vrcholu jednoho binomiélniho stromu
@ Kazdy binomialni strom je halda (otec ma mensi prioritu nez syn)
@ Zadné dva binomialni stromy nemaji stejny fad

Priklad

OO0

(10 (8)

®)

Oa0z0
@@
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Binomialni halda: Vyska

Pozorovani
Binomialni halda obsahuje nejvyse log,(n+ 1) strom( a kazdy méa vysku nejvyse log, n.

Vztah mezi binarnimi isly a binomialnimi stromy

Binarnic¢islon = 1 0 0 1 1 0 1 0
Binomialni halda obsahuje:  B7 By Bs B;
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Binomialni halda: Representace

Struktura pro vrchol binomialniho stromu obsahuje
prvek (kli€ a priorita),

ukazatel na otce,

ukazatel na nejlevéjSiho a nejpravéjsiho syna,

ukazatel na levého a pravého bratra a @

fad postromu.

v

Binomialni halda

@ Binomalni stromy jsou uloZeny ve spojovém seznamu pomoci ukazatell na bratry.

®

@ Odstranénim kofene binomiélniho stromu vznikne binomialni halda v ¢ase O(1).

@ Binomialni halda si udrzuje ukazatel na strom s prvkem s minimalni prioritou.

Operace FINDMIN
Trivialné v ¢ase O(1)

Operace DECREASE
Stejné jako v regularni haldé.
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@ Ukazatele tvoii obousmérny spojovy seznam synu a tento seznam udrzujeme
setfidény podle fadu.
© Binomialni stromy jsou ve spojovém seznamu taky setfidéné podle fadu.
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Binomialni halda: Spojeni dvou binomialnich hald

Spojeni dvou binomialnich stromu stejného fadu v ¢ase O(1)

% rank+1

k72 Bk 1

Spojeni binomialnich hald

Spojeni dvou binomialnich hald je jako s€itani binarni ¢isel: sjednocujeme binomialni
stromy od nejmensich. Slozitost je O(log n), kde n je celkovy pocet prvkud

Priklad

Binomialnistrom | Bs Bs Bs Bs B> By By
Prvni halda 0 1 1 0 1 1 0
Druhé halda 0 1 1 0 1 0 0
Spojeni 1 1 0 1 0 1 0
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Binomialni halda: Operace INSERT a DELETEMIN

Operace INSERT

@ Vytvorime binomidlni strom fadu 0 s novym prvkem

@ Prochazime seznam stromd od nejmensgich: ©

o Pokud strom By je v haldé, tak jej sjednotime s novym stromem By, ¢imz vytvofime B,

o Pokud strom B; je v haldé, tak jej sjednotime s novym stromem By, ¢imz vytvorime B,

o Takto pokracujeme aZ k ke stromu s nejmensim fadem, ktery neni ulozeny v haldé, a
novy strom viozime do haldy ®

@ Slozitost v nejhorsim piipadé je O(log n)
@ Amortizovana slozitost je O(1) podobné jako inkrementace binarniho ¢itace
o Zde je dllezité, ze neprochazime vSechny stromu v haldé

Operace DELETEMIN

Odstranime kofen s minimalnim prvkem, ¢imz vznikne nova binomialni halda, kterou
sjednotime se zbytkem puvodni haldy v ¢ase O(log n).
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@ Stromy v haldé udrzujeme settidéné podle fadu.
© Novy strom je nejmensi, takZe jej vlozime na zacatek seznamu.
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Lina binomialni halda

Zmeéna v poctivé binomialni haldé

Lina binomialni halda muze obsahovat libovolny pocet binomialnich stromu stejného
fadu.

Operace INSERT a spojeni dvou linych binomialnich hald

@ Pouze spojime seznamy stromU
@ Slozitost O(1) v nejhorsim pripadé

Operace DELETEMIN

@ Smazeme kofen s minimalnim prvkem

@ Spojime seznam synd smazaného kofene s ostatnimi stromy v haldé
@ Zrekonstruujeme poctivou binomialni haldu
@ Najdeme novy minimalni prvek
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Lina binomialni halda: Rekonstrukce poctivé binomialni haldy

@ Dokud mame v haldé binomialni haldy stejného fadu, tak je spojujeme

@ Pouzijeme pole indexované fadem stromu k vyhledavani stroml stejného rfadu

Algoritmus

| \

1 Inicializujeme pole velikosti [log,(n + 1)] ukazatelem NIL
2 for pro kazdy strom h v liné binomiaini haldé do

3 0 « fad stromu h

4 while polefo] # NIL do

5 h < spojeni strom0 h a pole[o]

6 pole[o] « NIL

7 0+ 0+ 1

8 pole[o] < h

9 Pole stromU prevedeme na spojovy seznam, ¢imz vytvofime poctivou binomialni haldu

4

Amortizovana slozitost operace DELETEMIN je O(log n).
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Haldy: Prehled
Slozitosti riznych hald

Binarni Binomialni Lina binomialni

nejhorsi | nejhorSi | amortizované | nejhorsi | amortizované
INSERT logn log n 1 1 1
DECREASE logn logn logn logn logn
DELETEMIN logn logn log n n logn

v
Cviceni
Je mozné vytvorit haldu, ktera ma amortizovanou slozitost operaci INSERT a
DELETEMIN lepsi nez O(log n)?

Zrychlit operaci DECREASE

V liné binomialni haldé musi kazdy strom byt izomorfni binomialnimu stromu. Ve
Fibonacciho haldé tento poZzadavek neplati.
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o Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy
o Haldy

@ Fibonacciho halda

e Geometrické datové struktury
e HesSovani
e Literatura
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Fibonacciho halda (Fredman, Tarjan [8])

Zakladni vlastnosti a povolené operace ©

@ Fibonacciho halda je seznam haldovych stromi @
@ Rad stromu je pocet synt kofene ®
@ Smime spojit dva stromy stejného fadu ®
@ Kazdému vrcholu kromé kofene smime odpojit nejvyse jednoho syna
e Do reprezentace vrcholu pridame bitovou informaci, zda vrchol jiz o syna prisel
@ Kofen mize pfijit o libovolny pocet synt
o Stane-li se vrchol kofenem, tak jej odznacime
o Je-li kofen pfipojen do jiného stromu, tak smi ztratit nejvyse jednoho syna, dokud se
nestane znovu kofenem
@ Smime vytvofit novy strom s jedingm prvkem ®

@ Smime smazat kofen stromu ®

Operace stejné jako v liné binomialni haldé
INSERT, FINDMIN, DELETEMIN
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@ Doposud probirané datové struktury maji jasné definovanou strukturu a operace
jsou navrzeny tak, aby tuto strukturu zachovavaly. Fibonacciho halda je
definovana povolenymi operacemi a vlastnosti se odvozuji z operaci.

© Podobné jako binomialni halda, ale stromy nemusi byt izomorfni s binomialnimi
stromy.

© Podobné jako binomialni halda, ale vztahy pro pocet vrcholt nebo vysku neplati.
Tvrzeni, Ze podstromy vrcholu fadu k maji fad 0,1, ..., k — 1 budeme muset
upravit.

© Podobné jako v binomialni haldé kofen jednoho stromu pfipojime jako syna
kofene druhého stromu.

© Nové prvky vkladame podobné jako v liné binomiélni haldé.

Q@ Nejmensi prvek mazeme podobné jako v liné binomidlni haldé, a to v¢etné
nasledné rekonstrukce, kde spojujeme stromy stejného radu.
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Fibonacciho halda: Operace DECREASE

@ Danému vrcholu snizime hodnotu priority a odpojime jej od otce

@ Pokud otec je oznaceny, tak jej taky odpojime

@ Pokud je déda taky oznaceny, tak jej taky odpojime

@ Takto pokracuje, dokud nenarazime na neoznaéeny vrchol nebo kofen

Priklad
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Fibonacciho halda: Operace DECREASE

Algoritmus

Input: Vrchol u a nova priorita k
1 SniZit prioritu vrcholu u
2 if u je kofen nebo otec p vrcholu u ma prioritu nejvyse k then
3 L return # Haldovy invariant je zachovany

4 p < otec vrcholu u
5 Odznagit vrchol u

6 Odpojit vrchol u od otce p a pfipojit u k seznamu stromu

7 while p neni kofen a p je oznaceny do

8 u<+p

9 p < otec vrcholu u

0 Odznagit vrchol u

1 Odpoaijit vrchol u od otce p a pripojit u k seznamu strom(

2 if p neni kofen then
3 | Oznacit vrchol p
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Fibonacciho halda: Invariant

Invariant

Pro kazdy vrchol p a jeho j-tého syna s plati, Ze s ma alespon
@ /i — 2 synu, pokud s je oznaceny, a
@ / — 1 syn{, pokud s neni oznaceny. ©

| N

Dlkaz

VSechny povolené operace zachovavaji platnost invariantu

Init: Prazdna halda invariant spliiuje ®

INSERT: Vytvofeni nového stromu s jednim vrcholem ®

DELETEMIN: Pro nesmazané vrcholy se poCty synu ani jejich pofadi nezméni

o

o

@ P¥ipojeni stromu u fadu k — 1 jako k-tého syna vrcholu p @

@ Odstranéni i-tého syna x z vrcholu u fadu k, ktery je korenem
o Potadi (i + 1)-tého az k-tého syna vrcholu u se snizi o jedna ®

@ Odstranéni i-tého syna x z neoznaceného vrcholu u fadu k, ktery j-tym synem p

o Poradi (i + 1)-tého az k-tého syna vrcholu u se snizi o jedna

o Pred odstranénim x platilo k > j — 1 a po odstranéni x je vrchol u oznaceny a pocet

synti u spliuje k —1>j—2®
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@ Predpokladame, ze synové jsou ocislovani podle ,véku*, tj. pozdéji viozeny syn
ma vétsi index

© Halda nema zadny vrchol, a proto neexistuje vrchol porusujici invariant.

© Novy vrchol nema zadného syna, a tak nemé& syna porusuijici invariant.

© Spojujeme stromy u a p fadu k — 1. Po spojeni je k-ty syn u vrcholu p neoznaceny
ama k — 1 syn(. Poradi ostatnich synu vrcholu p je zachovano.

@ Invariant je zachovan, protoZze se minimalni pocet pozadovanych synu téchto
vrcholl snizi o jedna a skute¢ny pocet je zachovan.

@ Neoznaceny j-ty vrchol u musel mit alespor j — 1 syn(l. Po odstranéni vrcholu x
se pocet synl vrcholu u snizil o jedna, a proto ma alespon j — 2 syn(, cozZ je
minimalni pozadovany pocet syn( j-tého oznaCeného syna vrcholu p.
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Fibonacciho halda: Struktura

Invariant
Pro kazdy vrchol p a jeho j-tého syna s plati, Ze s ma alespon

@ /i — 2 syn(, pokud s je oznaceny, a
@ /i — 1 synU, pokud s neni oznaceny.
Velikost podstromu

Necht sx je minimalni pocet vrcholl v podstromu vrcholu s k syny.
Pak plati sy > sk_o +Sk—3+Sk—a+---+S+S1 +S+ S0+ 1.

4

(0

v
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Fibonacciho halda: St

Velikost podstromu

Necht s, je minimalni pocet vrcholl v podstromu vrcholu s k syny.
Pak plati sy > Sk—2 + Sk—3 + Sk—a + -+ + S2 + S1 + So + So + 1.

v

Fibonacciho Cisla (Cviceni

@ F[p=0aF =1aFk=Fx_1+ Fx>
® > Fi=Fio—1

k_ (41 JE\k
o F — (1+\/5)2k\% VB)

K
@ Fyp1 2> (%)

@ sk > Fypo
0 5 >1+8+ K 2 > 1+ A+ 2R > 1+ Fi=1+Feo—1

v

Dusledek

k+1
Strom fadu k ma alespofi sk > Fyyo > (%) vrchold. Proto,

@ koren stromu s m vrcholy ma O(log m) synu a

@ Fibonacciho halda ma O(log n) strom po operaci DELETEMIN. ©

y
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@ Obecné mlze mit Fibonacciho halda aZz n strom(, ale po konsolidaci (soucast
operace DELETEMIN) maji kazdé dva stromy rlizny fad a maximalni fad stromu je
O(log n).
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Fibonacciho halda: Slozitost

SloZitost v nejhorSim pfipadé
@ Operace INSERT: O(1)
@ Operace DECREASE: O(n) (Cviceni)
@ Operace DELETEMIN: O(n)

Amortizovana slozitost: Potencial

Uvazujme potencial ® = t + 2m, kde
@ t je pocet strom0 v haldé
@ m je celkovych pocet oznac¢enych vrcholl

Amortizovana slozitost: Operace INSERT
@ Skuteény €as: O(1)
@ Zména potencidlu ¢’ — & = 1
@ Amortizovana slozitost O(1) )
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Fibonacciho halda: Amortizovana slozitost operace DECREASE

Potencial
& =t +2m, kde t je poCet strom( v haldé a m je celkovych pocet oznacenych vrcholt

Jedna iterace while-cyklu (odznaéeni vrcholu a odpojeni od otce)

@ Skuteény €as: O(1)
@ Zména potencidlu ¢’ —d =1 -2 = —1
@ Amortizovan4 sloZitost: 0 ©

Ostatni instrukce
@ Skute¢ny €as: O(1)

@ Zména potencidlu ¢’ — ® =3
V nejhorsim pripadé vytvofime novy strom a jeden vrchol ozna¢ime

@ Amortizovand slozitost: O(1)

| N\

Amortizovana slozitost operace DECREASE
o)
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@ Formalné nemlzeme napsat O(1) — 1 = 0. Zde je nutné fict, ze jednitka v
hodnoté potencialu znaci ¢as potfebny na provedeni jedné iterace while-cyklu v
operaci DECREASE.

Jirka Fink Datové struktury | 113



Fibonacciho halda: Amortizovana slozitost operace DELETEMIN

Smazani korene a pripojeni synl k seznamu stromu
@ Skuteény €as: O(log n)
@ Zmeéna potencidlu ¢’ — & = O(log n)
@ Amortizovana slozitost: O(log n) )

Jedna iterace while-cyklu pfi rekonstrukci (spojeni dvou stromu)

@ Skuteény €as: O(1)
@ Zmeéna potencidlu ¢’ — ® = —1
@ Amortizovana slozitost: 0 ©

Ostatni instrukce
@ Skutecny Cas: O(log n)
@ Zména potencialu ¢’ — ® =0
@ Amortizovana slozitost: O(log n) |

| \

Amortizovana slozitost operace DELETEMIN
O(log n)
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@ Zde vidime, ze musime jesté trochu upravit vyznam hodnoty potencialu: Jednicka
v hodnoté potencialu znaéi maximum z ¢asu potfebnych na provedeni jedné
iterace while-cyklu v operaci DECREASEa jedné iterace while-cyklu v rekonstrukci.
Podstatné je, Ze jednicka v hodnoté potenciélu znaci néjaky pevny konstatni ¢as.
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Haldy: Shrnuti

Ptehled ¢asovych slozitosti

Binarni Binomialni Lina binomialni | Fibonacciho
worst worst | amort | worst amort worst | amort
INSERT logn logn 1 1 1 1 1
DECREASE logn logn | logn | logn logn n 1
DELETEMIN log n logn | logn n log n n log n
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e Geometrické datové struktury
@ k-d stromy
@ Intervalové stromy
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Intervalovy dotaz (Range query)

Popis problému

@ Mame danu mnozinu S obsahujici n bod(i z RY

@ Intervalem rozumime d-dimenzionalni obdélnik, napf.
<a1,b1> X - X (ad,bd)

@ Operace QUERY: Najit vSechny body v daném intervalu

@ Operace COUNT: Ur¢it pocet bodl v daném intervalu

Aplikace

@ Pocitacova grafika, vypocetni geometrie
@ Databazové dotazy, napf. urcit zaméstnance ve véku 20-35 a platem 20-30 tisic
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Intervalovy dotaz v R

Body ulozime do pole
BuiLD: O(nlog n)
COUNT: O(log n)
QUERY: O(k + logn)
k je pocet vyjmenovanych bodu

Dynamicky

Body ulozime do vyhledavaciho stromu
BuiLD: O(nlog n)
INSERT: O(log n)
DELETE: O(logn)
COUNT: O(log n)
QUERY: O(k + logn)
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Intervalovy dotaz v R': P¥iklad

Vrchol a je nejmensi prvek v intervalu, b je nejvétsi prvek v intervalu a c je posledni
spoleény vrchol na cestach z kofene do vrcholl a a b.
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o Amortizovana analyza
o Vyhledavaci stromy
e Cache-oblivious algoritmy

Q Haay

e Geometrické datové struktury
@ k-d stromy

e HeSovani
e Literatura
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k-d stromy

@ Body ulozime do binarniho stromu

@ Do korene ulozime median podle prvni souradnice

@ Do levého (pravého) podstromu ulozime body majici prvni souradnice mensi
(vétsi) nez median

@ Vrcholy v prvni vrstvé pod kofenem se body rozdéluji podle druhé soufadnice

@ V dalSich vrstvach délime (cyklicky) podle dalSich souradnice

@ Vyska stromu je log, n+ ©(1)

@ Operace BUILD v ¢ase O(nlog n)

@ Body je téz mozné ukladat jen do listd a vrcholy pak obsahuji jen rozdélujici
nadroviny
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k-d stromy: Operace QUERY, COUNT: Algoritmus

Algoritmus

Procedure Qurery (vrchol stromu v, interval R)

if v je list then
| Vypi$ v, pokud lezi v R

else if rozdélujici nadrovina vrcholu v protina R then

QuERY (levy synv, R)

QUERY (pravy synv, R)

else if R je ,vlevo“ od rozdélujici nadroviny vrcholu v then
‘ QuERY (levy synv, R)

else

0 | Query (pravy synv, R)

© 0O N O g B WO N =
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k-d stromy: Operace QUERY COUNT: Analyza

P¥iklad nejhorsiho pfipadu pro R?

@ Mame mnozinu bodl S = {(x, ¥); X,y € [m]}, kde n = m?

@ Chceme najit mnozinu vSech bodu v intervalu (1,2;1,8) x R
@ V kazdé vrstvé rozdélujici podle y-ové souradnice musime prozkoumat oba

podstromy
@ Vyska stromu je log, n+ ©(1) a v poloviné vrstev prozkoumavame oba podstromy
@ Celkem navétivime 22 °&2€() — ©(,/n) listu

v

P¥iklad nejhorsiho pfipadu pro RY

@ M&jme mnozinu bodt S = [m]?, kde n = m?

@ Chceme najit mnozinu vSech bodd v intervalu (1,2;1,8) x R~

@ V kazdé vrstvé nerozdélujici podle prvni soufadnice musime prozkoumat oba
podstromy

e V & log, n+ ©(1) vrstvach prozkoumavame oba podstromy

o Celkem navétivime 27" 27+€() — @(n'=%) listd
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[m]¢ znagi tzv. mfizové body, tj. body RY, jejichZ kazda souFadnice je celé &islo od 0 od
m—1.

kd-stromy jsou maji nejlepsi moznou ¢asovou slozitost, pokud datova struktura smi
pouzivat pouze O(n) paméti. Intervalové stromy umi vyhodnotit intervalovy dotaz v
tase O(log? n), ale potfebuji O(nlog®~" n) paméti.
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o Amortizovana analyza
o Vyhledavaci stromy
e Cache-oblivious algoritmy

Q Haay

e Geometrické datové struktury

@ Intervalové stromy
e Hesovani
e Literatura
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Intervalové stromy v R? (Range tree)

Konstrukce
@ Vybudujeme binarni vyhledavaci strom podle x-ové souradnice bodu (x-strom)

@ Necht S, je mnozina bod( v podstromu vrcholu u

@ Kazdy vrchol u vybudujeme jeden binarni vyhledavaci strom podle y-ové
soufadnice obsahujici S,

@ Bodu muiZou byt uloZeny ve vSech vrcholech nebo jen v listech ®

Priklad

X-strom

y-strom

)a( obsahuje a, b, c,d, u,v,w

obsahuje ¢, d, w
O

obsahuje a, b, v
O

o obsahuje ¢

atd.
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@ Podobné jako ve vyhledavacich stromech mizeme uvazovat dvé varianty: prvky
mohou byt uloZeny ve vS§ech vrcholech nebo jen v listech. | kdyz ukladani bodl do
v8ech vrchol( mdze byt pamétové jednodusdsi, k vysvétleni a analyze bude
jednodussi uvazovat, Ze prvky jsou jen v listech.
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s v

Intervalové stromy v R?: Pamét

Vertikalni pohled

Kazdy bod p je uloZen v pravé jednom vrcholu v x-stromu a déle je bod p ulozen v
kazdém y-stromu piifazenému vrcholu na cesté z x-kofene do v.

v

Horizontalni pohled

Kazda vrstva x-stromu rozklada body podle x-ové souradnice. Proto kazdy bod je
uloZen v nejvyse jednom y-stromu z kazdé vrstvy x-stromu.

.

Predpoklad

Predpokladejme, Ze binarni vyhledavaci strom pouzity v intervalovych stromech je
vyvazeny, a tedy jeho vyska je ©(log n).

Pamétova slozitost

Kazdy bod je ulozen v O(log n) y-stromech a celkova pamétova slozitost je O(nlog n).
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@ Bod b je ulozen v praveé tolika y-stromech, jaka je hloubka vrcholu obsahujici b.
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Intervalové stromy v R?: Dotaz na interval (ay, bx) x (ay, by)

Idea algoritmu vyhledavani

@ Najit klite ay a by v x-stromu ©

© Urdit vrcholy u x-stromu takové, Ze S, obsahuje pouze body s x-ovou souradnici v
intervalu (ax, bx) ®

@ V téchto vrcholech polozme y-ovy dotaz (ay, by)

Priklad
Q

(ilustrativni) y-stromy

Slozitost dotazu COUNT
O(log® n) protoze y-ovy dotaz je volan v O(log n) y-stromech ® ®
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@ Presnéji: najit ze vSech prvku v x-stromu dva body majici nejmensi a nejvétsi
x-ovou soufadnic lezici intervalu (ay, bx).

Q Je ziejmé, Ze kdyz vrchol tuto podminku splfiuje, tak ji spifiuji i synové vrcholu.
Proto nas zajimaji nejvySe umisténé vrcholy s touto vlastnosti, tj. vrcholy splfiujici
tuto podminky, ale jejichz otec tuto podminku nesplriuje.

© Vsimnéme si, Ze prohledavané y-stromy obsahuji po dvou disjunktni mnoziny
prvkd.

© V dotazu QUERY je nutné vyjmenovat vSechny body, a proto slozZitost je
O(k + log? n), kde k je pocet bodl v obdélniku.
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Intervalové stromy v R? (pfedpokladame d > 2)

@ j-strom je binarni vyhledavaci strom podle j-té soufadnice proi=1,...,d
@ Pro i < d ma kazdy vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahujici S,
@ Intervalovym stromem rozumime vSechny vySe popsané stromy

Reprezentace

Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje
key nadrovina rozdélujici prostor mezi syny ©
left, right ukazatel na levého a pravého syna
tree ukazatel na koten (i + 1)-stromu
size pocet bodll v podstromu (pokud potfebujeme dotaz COUNT)

v
Poznamka

Necht u je vrchol i-stromu a T jsou véechny vrcholy dosaZitelné opakovanym
pristupem k ukazatelim left, right a tree z vrcholu u. Pak T tvofi intervalovy strom na
vrcholech S, a souradnicich /,. .., d.

v
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@ Operace QUERY musi umét body lezici v obdélniku i vypsat, a proto pottebuje mit
ve vSech vrcholech uloZeny vSechny soufadnice bodu. Operaci QUERY stagi kli¢,
coz v i-stromu je i-ta4 souradnice bodu.
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Intervalové stromy v R: Struktura a pamétova slozZitost

V kolika listech je ulozeny bod b?
@ Existuje O(log n) vrcholl u 1-stromu takovych, ze S, obsahuje b
@ Tedy pocet 2-stromu obsahujici b je O(log n)

Uvazujme i-strom T obsahujici bod b

Pak v T je O(log n) vrcholi w takovych, Zze b € Sy, ©

Pocet (i + 1)-strom0 pfifazenych néjakému vrcholu T obsahujicich b je O(log n)

Kazdou dimenzi se pocet stromll obsahujicich b zvySuje o multiplikativni faktor
O(log n)
Celkovy poget stromi/listi obsahuijicich b je O (log? " n)

Celkova pamétova slozitost je O (nlog? ™" n)

Kolik ma intervalovy strom i-stromu?

@ Poget vrcholl ve véech (i — 1)-stromech je O(nlog' 2 n)
@ Kazdému vrcholu (i — 1)-stromu je pfifazen jeden i-strom
@ Poget i-stromu je O(nlog'?n) @
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@ Strom T nemusi obsahovat v§echny prvky, a proto jeho vyska nemusi byt
Q(log n). Dokonce vétSina strom( obsahuje celkem maly pocet bod(.

@ Plati pro i > 2. Pro i = 1 madme jeden 1-strom.
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Intervalové stromy v R9: BUILD

Algoritmus (Body M jsou v poli setfidéné podle posledni souradnice)

1 Procedure Bu1Lp (mnoZina bodu M, dimenze stromu d, aktualni souradnice i)
2 if [M| = 1 then

3 L return novy list obsahuijici jediny vrchol M ©
4 if i = d then
5 L return koren stromu vytvoreny ze setfidéného pole

6 v < novy vrchol

7 v.tree < BuiLp (M, d,i+ 1)

8 v.key + median i-tych souradnic bodd M

9 M, M; + rozdél M na body majici i-tou souradnici mensi a vétsi nez v.key
0 v.left < Buiip (M, d, i)

1 v.right < Bu1tp (M,,d,i)

2 return v

Slozitost jednoho volani funkce BUILD (bez rekurze)
@ Pro j = d je slozitost O(1) @
@ Proj < d je slozitost O(|S|) ®
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@ Zde je otazka, zda list musi mit pfitazeny (trivialni) strom dalsi dimenze. Je to
implementaéni detail, intervalovy strom maze fungovat v obou verzich a
asymptotické slozitosti se neméni.

© Predpokladame, ze mnozina stromi M pfedavana v rekurzi se udrzuje setfidéna.
Cas jednoho volani funkce Bu1wo je O(1) pro i = d, protoZe median leZi
uprostired pole M a rozdéleni M na M, a M je jen otazka predani spravnych
ukazatel(.

© Pro i < d neni pole M setfidéné podle aktualni soufadnice i, a proto nalezeni
medianu a rozdéleni pole trva O(nr). Casovou slozitost vytvoreni i-stromu T Ize
popsat rekurentni formuli f(n) = 2f(n/2) 4+ O(n), jejiz feSeni je O(nr log nt).
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Intervalové stromy v R9: Analyza operace BUILD

Vytvoreni d-strom0

@ d-stromy vytvarime v linearnim Case (tj. konstantni ¢as na vrchol)

@ Pocet vrcholl ve véech d-stromech je O (nlog? ' n)

o Casova slozitost vytvoreni véech d-stromd je O (nlog?~" n)

Vytvoreni i-stromu pro i = 1,...,d — 1 (nepocitaje (i + 1)-stromy, ...

@ Pocet vrcholl ve véech i-stromech je O (nlog'~" n)
@ Necht nr je pocet vrchold v i-stromu T

@ Vybudovani samotného stromu T trva O(nr log nr)
@ Vybudovani v§ech j-strom0 trva

Z nrlognr <logn Z nT:Iogn'nIoan:nIog"n

i-strom T i-strom T

Casova slozitost operace BUILD
(9(n|og°’71 n)
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Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, by) x --- x (ag, by)

1 Procedure Query (vrchol v, aktudini souradnice i)
2 if v = NIL then

3 | return

4 if v.key < a; then

5 ‘ Query (v.right, i)

6 else if v.key > b; then

7 ‘ Query (v.left, i)

8 else

9 if v.point leZi v obdéiniku then
0 | Vypi$ v.point

1 Query_left (v.left,i)

2 Query_right (v.right, i)

Jirka Fink Datové struktury | 132



Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, by) x --- x (ag, by)

1 Procedure Query_left (vrchol v, aktudini souradnice i)
2 if v = NIL then

3 | return

a if v.key < a; then

5 | Query_left (v.right,i)

6 else

7 if v.point leZi v obdéiniku then

8 | Vypi$ v.point

9 Query_left (v.left,i)

0 if i < d then

1 | Query (v.right.tree,i+1)

2 else

3 L Vypis$ vSechny body v podstromu vrcholu v.right
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Intervalové stromy v R9: QUERY

Slozitost operace COUNT
@ V kazdém stromé pristoupime k nejvySe dvéma vrcholim z kazdé vrstvy
@ Z kazdého navstiveného i-stromu pokracujeme do O(log n) (i + 1)-stromu
@ Pocet navstivenych i-stromi je O(log' ™" n)

@ Celkova slozitost je O (log? n)

Slozitost operace QUERY
@ Vypsani vSech bodl v podstromu trva O(k), kde k je pocet nalezenych bodu
@ Celkova slozitost je O (k + log? n)
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Intervalové stromy v R?: Dynamizace pomoci BB[a]-stromU

BB[a]-strom
@ Binarni vyhledavaci strom
@ Pocet listll v podstromu vrcholu u oznaéme s,
@ Podstromy obou synd kazdého vrcholu u maji nejvyse as, listl

A

Operace Insert (Delete je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a uloZit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol u porusuje vyvaZzovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvorime operaci BUILD (slozitost O(sy))

N

Amortizovana ¢asova slozitost operaci Insert a Delete: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, listll, pak dalsi
poru$eni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(su)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u

@ Amortizovany ¢as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)
@ P¥i jedné operaci Insert/Delete se prvek pfida/smaze v O(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v R?: Dynamizace pomoci BB[a]-stromU

Pouziti BB[«]-stromU v intervalovych stromech

@ Binarni vyhledavaci stromy implementujeme pomoci BB[«]-strom(
@ Vyzaduje-li BB[«]-strom vyvazeni, pak prebudujeme vSechny pfitazené stromy

Slozitost operace Insert a Delete
@ Navstivenych i-stroml je O (log'~' n) a v kazdém navstivime O(log n) vrcholu
@ Slozitost bez prebudovani je O(Iogd n); analyzujme prebudovani
@ Uvazujme libovolny vrchol u, ktery lezi v i-stromu
@ Pfebudovani vrcholu u trva O(s, log? ' s,)
o

Pfebudovani vrcholu u mize nastat po Q(sy) po pfidani/smazani prvkd v
podstromu u

@ Amortizovana cena pfidani/smazani do vrcholu u je O (log? " s,) < O(log®~' n)

@ Amortizovany Cas operace Insert a Delete je
S, O(log™" ) O(log n)O(log?~" n) = O(log? )
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Kaskadovani (Fractional cascading)

Motivaéni problém

Dany mnoziny Sy C --- C Sk, kde |Sk| = n, vymyslete datovou strukturu pro rychlé
vyhledani prvku x € Sy ve véech mnoZinach Sy, ..., Sx. ®

A,

Kaskadovani

VSechny mnoziny jsou setfidéné a navic kazdy prvek v poli S; ma ukazatel na stejny

prvek v poli S;_1. ®

1]2]3]4]5]6]7][8]9] S
N/

113|4[6]8]9 S

Slals] s

Slozitost hledani ve vSech m mnozinach
O(k + log n)

\,
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@ Trividlnim feSenim ziskdme sloZitost O(k log n), kterou bychom chtéli zlepsit.
@ Prvky S\ Si_1 ukazuji na své predchudce nebo nasledovniky.
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Intervalové stromy v R? s kaskadovanim v posledni dimenzi

Pouziti
@ Kazdému (d — 1)-stromu je pfifazena je kaskadda misto d-stromi

@ Kazdy prvek v kaskadé musi mit dva ukazatele do pole nizsi Grovné (pro levého a
pravého syna vrcholu v (d — 1)-stromu)

(d — 1)-strom Fractional cascading

Slozitost operace QUERY

@ Dotaz v jednom (d — 1)-stromu trva O(log n) v€etné vyhodnoceni kaskady
@ Dotazl v (d — 1)-stromech je O(log?~2 n)

@ Slozitost operace QUERY je O (k + log? ™" n)

Jirka Fink Datové struktury | 138



Intervalové stromy v R? s kaskadovanim v posledni dimenzi

Pamétova sloZitost
@ Misto d-stromu T s st vrcholy mame pole velikosti sr
o Pamétova slozitost je O (nlog? " n)

Slozitost operace BUILD
@ Vybudovani (d — 1)-stromu s s, vrcholy véetné kaskadovani trva O(sy log su)

@ Slozitost vybudovani i-strom0 pro i < d se neméni
@ Slozitost operace BUILD je O (nlog?~" n)

Operace Insert a Delete (Cviceni)
@ Je mozné efektivné pridavat a mazat body?

@ Je mozné reprezentovat kaskady tak, aby bylo mozné efektivné hledat, pridavat i
mazat body?
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Dalsi znama vylepsSeni intervalovych stromu

Popsany postup
QUERY: O(k + log?~" n)
Pamét: O(nlog”~" n)

Chazelle [4, 5]

QUERY: O(k + log?~" n)

Pamét: O (n (“’{:'%)dq)

Chazelle, Guibas [6] pro d > 3

QUERY: O(k + log?~2 n)
Pamét: (’)(nlogd n)
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Fractional cascading: obecnéjsi verze

Puvodni problém

Dany mnoziny Sy C --- C Sk, kde |Sk| = n, vymyslete datovou strukturu pro rychlé
vyhledani prvku x € Sy ve vSech mnozinach S, ..., Sk.

Zmeény vedouci ke zobecnéni

@ Mnoziny Si, ..., Sk nemusi byt v inkluzi.
@ n=Y"%_|S/|je celkovy podet prvki

Fractional cascading: obecnéjsi verze

Dany mnoziny S, ..., Sk, vymyslete datovou strukturu pro rychlé vyhledani prvku x ve
v8ech mnozinach Sy, ..., Sx. ©®
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@ Trividlnim FeSenim je mit matici A, x = 1, jestlize x € S;, ajinak A; x = 0.
Vyhodnoceni dotazu trva O(k + log n), ale pamétova slozitost je O(kn).
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Fractional cascading: obecnéjsi verze

Pomocna pole P, ..., Pk

@ V polich Py, ..., Pk jsou prvky setfidéné

@ Py obsahuje prvky mnoziny S

@ P; obsahuje S; a kazdy druhy prvek z Py ©

@ U kazdého prvku x v poli P, mame navic ukazatel prvek nejblizsi k x v poli P4 ®

Pamétova slozitost je O(n)
@ Celkova spotfebovana pamétje 31, |P|
® |Pi| < |Si| + 3|Pisl
@ |Pi| < |Si| + 3|Sic1] + ISis2| + §|Siss| + - -
@ P; obsahuje S;

@ P;_4 obsahuje nejvyse polovinu S;
@ P;_, obsahuje nejvyse Ctvrtinu S;

@ Pfispévek S;do 3°K . |Pi| je nejvyse 2|S||
° Y, Pl <2X IS <2n
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@ Duplicitni prvky mizeme vynechavat. Jelikoz je P;, setfidéné, tak do P; davame
kazdy druhy prvek podle setfidéného pofadi.

© Podobné jako v predchozi verzi Fractional cascading mame ukazatel na nejmensi
vétsi nebo nejvétsi mensi prvek v nasledujicim poli.
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Fractional cascading: obecnéjsi verze

Pomocna pole P4, ..., Px
@ V polich Py, ..., Pk jsou prvky setfidéné

@ P, obsahuje prvky mnoziny Sk
@ P; obsahuje S; a kazdy druhy prvek z P4
@ U kazdého prvku x v poli P; mame navic ukazatel prvek nejblizsi k x v poli P4

Slozitost hledani prvku x je O(k + log n)

@ Nalezeni x nebo nejblizSiho prvku v P; trva O(log n)
@ Hledani v P41 pomoci pozice v P; trva O(1)

Jirka Fink Datové struktury | 143



e HeSovani

Universalni heSovani
Separované fetézce
Linearni pfidavani
Kukackové hesovani
Bloom filtry
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HesSovani

Zakladni pojmy
@ Mame univerzum U = {0, 1,...,u — 1} vSech prvkud
@ Chceme ulozit podmnozinu S C U velikosti n

@ Ulozime S do pole velikosti m pomoci heSovaci funkce h: U — M, kde
M={0,1,....m—1}

@ Dva prvky x, y € S koliduji, jestlize h(x) = h(y)

@ Hesovaci funkce h je perfektni na S, jestlize h nema Zadnou kolizi S

Nepratelska podmnozina

Pokud u > mn, pak pro kazdou heSovaci funkci h existuje S C U velikosti n takova, Ze
h heSuje vSechny prvky z S do jedné prihradky.

@ Neni mozné sestrojit jednu funkci dobre heSujici libovolnou podmnozinu S C U
@ Pro danou podmnozinu S C U lze sestrojit perfektni heSovaci funkci

@ Sestrojime mnozinu hesSovacich funkci # takovou, Ze nahodné zvolena funkce
h € H hesuje libovolnou podmnoZinu S v primérném pripadé uspokojivym
zplsobem

y
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0 Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury

e HeSovani

@ Universalni heSovani

e Literatura
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Universalni heSovani

Sestrojit systém H heSovacich funkci f : U — M takovy, Ze nahodné zvolena funkce
f € H hesuje libovolnou mnozinu S ,vétsSinou dobre".

Uplné ndhodna hesovaci funkce

@ Systém H obsahuje vSechny funkce f: U — M

o Plati P[h(x) = z] = 1 provSechnax € Uaz e M

@ Nahodné prihradky h(x) a h(y) jsou nezavislé pro rizné x,y € U
@ Nepraktické: k zakédovani funkce z H potfebujeme ©(ulog m) bitl
@ Nékdy se pouziva k analyze heSovani

HeSovani nahodnych dat

@ Predpokladejme, ze S je nahodna podmnozina U velikosti n

@ Kazda rozumna funkce heSuje S dobie (véetné h(x) = x mod m)

@ UziteCny model k analyze heSovani pouzivajici Gplné nahodnou hesovaci funkci
@ V praxi nikdy nedostaneme Uplné nahodna data
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c-universalni heSovaci systém

c-universalni systém (ekvivalentni definice)

Systém hesovacich funkci # je c-universélni, jestlize ®
@ podet hedovacich funkci h € H splfiujicich h(x) = h(y) je nejvyse <% pro
vSechna rizna x,y € U

@ néhodné zvolena h € H splfiuje Plh(x) = h(y)] <
®

pro kazdé x,y € Ua x # y.

£
m

Priklad c-universalniho hesovaciho systému (cviceni)

@ Parametry: p a m, kde p > u je prvocislo
@ HesSovaci funkce
ha(x) = (ax mod p) mod m
je zavisla na hodnoté a
@ HeSovaci systém H = {ha; 0 < a < p} je c-universalni
@ HeSovaci funkce ze systému # je ur¢ena hodnotou a

@ Tedy nahodny vybér heSovaci funkce z H je ndhodné vygenerovani
ae{l,...,p—1}
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@ Navic obvykle vyzadujeme, aby heSovaci funkci $lo spocitat v éase O(1) a aby
funkci bylo mozné popsat O(1) parametry.

@ UplIné nahodny hesovaci systém je 1-universalni, protoze h(x) padne do n&jaké
prihradky a h(y) ma uniformni distribuci nezavislou na h(x), a proto
Plh(x) = h(y)] = -

m
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(k,c)-nezavisly heSovaci systém

(2,c)-nezavisly systém heSovacich funkci (ekvivalentni definice)
Systém heSovacich funkci # je (2, ¢)-nezavisly, pokud

@ pocet h € H spliujicich h(x1) = z1 a h(x2) = z2 je nejvySe
X, Xo€eUaxi#£Xxaz,z e M.

@ nahodné zvolena h € H splfiuje P[h(x1) = z1 a h(x2) = 2] < # pro kazdé
xi, e lUaxi#xaz,z e M.

%l pro kazdé

(k, c)-nezavisly systém heSovacich funkci

Systém heSovacich funkci # je (k, c)- nezévisly, pokud nahodné zvolena h € H spliuje
Pl[h(x;) = z pro vSechna i =1,... K] < % pro vSechna po dvou rizné xi, ..., xx € U
avsechna zi,...,z € M.

k-nezavisly systém heSovacich funkci
@ Systém H je k-nezavisly, pokud je (k, ¢)-nezavisly pro néjaké ¢ > 1.
@ Systém 7 je silné k-nezavisly, pokud je (k, 1)-nezavisly.
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Universalni a nezavisly heSovaci systém

Vlastnosti

@ (k, c)-nezavisly systém hesovacich funkci je (k — 1, ¢)-nezavisly @

@ (2, c)-nezavisly systém hesovacich funkci je c-universalni ®

@ Existuje 1-universalni systém, ktery neni 2-nezavisly ®

@ ProvSechna xi,...,x, € U existuji zy, . .., zx € M takova, ze
P[h(x;)) = zipro véechnai=1,... k] > 1x @

@ Jestlize H je silné k-nezavisly, pak P[h(x;) = z; pro vSéechnai=1,... k] = —¢
pro vSechna zy,...,zc e M

1-nezavisly systém neni uziteCny

Systém H = {ha(x) = a;, a € M} je 1-nezavisly, ale nepouzitelny.
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@ P[h(x;) = ziprovSechnai=1,...,k—1]=P[3zc € M: h(x;) =

ziprovsechnai=1,...,k]| <3, 4, Plh(x;) = z provSechnai=1,... k] <
m# = mk1—1
Q Plh(x)=h(y)]=P[3zeM: h(x)=zah(y)=2z] <> .y Plh(x) =zah(y) =

(5
m
© Uvazujme systém #H vSech funkci h: U — M takovych, ze h(0) = 0 a h(1) =1, t,.
dva prvky maji pevné prihradky a ostatni prvky nahodné prihradky. Pak
P[h(x) = h(y)] = frac1m, jestlize {x,y} # {0,1}, ale P[h(0) =0a h(1) =1] =1.
Q Kdyby P[h(x;) = z pro véechna i =1,...,k] < -z pro véechna zi, ...,z € M,
pak 1 = P[3zy,...,zk € M, h(x;)) = ziprovSechnai=1,... k] <
> zem Plh(xi) = ziprovéechnai=1,... k] < m' 5 = 1.

zl<m> =
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(k,c)-nezavisly heSovaci systém

Pozorovani

Jestlize systém heSovacich funkci # z U do M je (k, c)-nezavisly, pak |H| > %

Ddkaz

@ Pro spor predpokladejme, ze |H| < @
clH|

@ Tedy e <1

@ Definice Fika, ze pocet funkci h € H takovych, ze h(x;) = z; pro vSechna
i=1,...,k je nejvySe %

@ Ale pro libovolna x1, ..., xx € U existuje he Ha zi, ...,z € Mtakova, ze
h(x;) = ziprovSechnai=1,... k
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Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

@ Necht p je prvocislo vétsi nez u a [p] znaci {0,...,p— 1}

@ hap(x) = (ax + b mod p) mod m

@ H ={hap; a,be[p],a+#0}

@ Systém H je 1-universalni a 2-nezavisly, ale neni 3-nezavisly

Lemma
Pro libovolna riizna x4, xo € [p] rovnice

|

yi=axi+b modp

y2:axz+b modp
definuiji bijekci mezi (a, b) € [p]? a (y1, y2) € [p]?
a dale bijekci mezi {(a, b) € [p]% a# 0} a {(y1,)2) € [PI°; v1 # y2}-
Dikaz

@ Pro danou dvojici (1, y2) existuje jedina dvojice (a, b) spliujici rovnice
o Odectenim dostavame a(x; — X2) = ¥4 — y2 mod p
o Vtdlese GF(p) = Zp dostavame a= (y1 — y2)(x1 — %)~ ', b= y; — ax

|

@ Zfejmeé plati a = 0 praveé tehdy, kdyz y; = y»
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Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

@ h,p(Xx) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvocislo vetsi nez u
o H= {ha,b; avb € [p]7a7_é 0}

v

Lemma
Pro libovolna rGzna x, x> € [p] rovnice

y1:ax1+b modp
Yo=axa+b modp

definuji bijekci mezi {(a, b) € [p]%; a# 0} a {(y1,2) € [PI%; y1 # y2}.

v

Systém H je 1-universalni

@ Pro x1 # x plati hap(X1) = hap(X2) pravé tehdy, kdyz y1 = y» (mod m) a y1 # y»

@ Pro y; existuje nejvySe [ 2] — 1 hodnot y» takovych, Ze y1 = yo (mod m) a y1 # y»
@ Poget takovych dvojic (y1, y2) je nejvyse p([2] — 1) < p(BHI=t 1) < 21

@ Pocet funkci h,p € H zplsobujicich kolizi hyp(x1) = hap(X2) je nejvyse w
® Tudiz Plhap(x1) = hap(xe)] < &1 < 1

= mH| — m"

4
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Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

@ hap(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvoéislo vétsi nez u
® H ={hap a,b € [p],a# 0}

.

Lemma

Pro libovolna rizna xi, xo € [p] rovnice

y1=axi+b modp
Yo=axa+b modp

definuiji bijekci mezi (a, b) € [p]* a (y1, y2) € [p]*.

V.

Systém H je 2-nezavisly

@ Pocet y; takovych, Ze z = y; mod m je nejvyse [2]

@ Pocet (y1, y2) takovych, ze zy = yy mod ma zo = y» mod m je nejvyse [%}2

o Pocet funkci h, p takovych, Ze hap(xi) = 21 @ hap(Xe) = 22 je nejvyse [2]°

2
® Plhap(X1) = 21 @ hap(Xe) = 2] < {%12 p(p11) = (HTm)z % = (2?,7)) % = O(#)

V,
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Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime
@ hap(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvocislo vétsi nez u
o H= {ha,b; aab € [p]’a;,é O}

Systém H neni 3-nezavisly

@ (k, c)-nezavislost systému H znamena, ze H je (k, c)-nezavisly pro libovolna
p > u > m, kde p je prvocislo

@ Ato véetné pfipadi p=u=m
@ Kdyby existovalo c takové, Ze by systém H byl (3, c)-nezavisly, pak [H| > ’"73
@ Ale pro p = u = mma H pouze m(m — 1) funkci
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Universalni heSovani: Poly-mod-prime

Systém Poly-mod-prime
@ Necht p je prvoéislo vétsi nez u a k > 1 celé ¢islo
@ hgy,..¢_(X) = (Zf.:1 aix' mod p) mod m
© H={hz,. a4 ..., 81 € [p]}

Cviceni: k-nezavislost

Systém Poly-mod-prime je k-nezavisly.
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Universalni heSovani: Multiply-shift

@ Predpokladame, ze u=2"am= 2
@ ha(x) = (ax mod 2) >> (w — /)
@ 7 = {ha; aje liché w-bitové &islo }

Implementace v C

uint64_t hash(uint64_t x, uint64_t 1, uinté6d_t a)
{ return (a*xx) >> (64-1); }

| A\

Vlastnosti systému multiply-shift
@ Silné 2-nezavisly
@ Velmi rychly na redlnych pocitacich
@ V praxi ¢asto pouzivany

@ Cely vypocet musi byt proveden v neznaménkovych celociselnych typech, protoze
ze soucinu ax potrebujeme ziskat poslednich w bitd

V.
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Universalni heSovani: Tabulkové hesovani

Tabulkové heSovani

@ Ptedpokladame, 7e u = 2" a m = 2' a w je nasobek d

@ Bitovy zapis Cisla x € U rozdélime na d &asti x°,...,x~" po ¥ bitech
@ Pro kazdé i € [d] vybereme nahodnou heSovaci funkci T; : [2%/9] — M
@ Hesovaci funkce je h(x) = To(x°) @ --- @ Ty_1(x? 1)

|

llustrativni priklad

Jedna Cast \ Jeden bit

/

I R —

h(x) = To(x°) & Ti(x") @ To(x®) @ Ta(x°)

A\

Univerzalita

Tabulkové heSovani je silné 3-nezavislé, ale neni 4-nezavislé.
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Universalni heSovani: Tabulkové hesovani

Tabulkové heSovani
@ Predpokladame, ze u = 2" a m = 2' a w je nasobek d
@ Bitovy zapis Cisla x € U rozdélime na d &asti x°,...,x~" po ¥ bitech

@ Pro kazdé i € [d] vybereme nahodnou heovaci funkci T; : [2¥/9] — M
@ Hesovaci funkce je h(x) = To(x°) @ --- @ Ty_1(x? 1)

Univerzalita

Tabulkové heSovani je 3-nezavislé, ale neni 4-nezavislé.

Dlkaz 2-nezavislosti (3-nezavislost je ponechana na cviceni)

@ Méjme dva prvky x; a x; lisici se v i-tych ¢astech
@ Necht hi(x) = To(xX®) @ - - & Ti1(X N @ Ti(X @& Ty_1(x3 ")
® Plh(x) = z1] = Plhi(x1) @ Ti(x]) = 1] = P[Ti(x1) = z1 @ hi(x1)] = % ©
@ Nahodné jevy h(x1) = z1 a h(x2) = 2> jsou nezavislé

o Nahodné proménné T;(x]) a T;(x3) jsou nezavislé

o Nahodné jevy Ti(x;) = zy @ hi(x1) a Ti(x}) = Zo @ hi(x2) jsou nezavislé
o P[h(X1) =2z a h(Xg) = 22] = P[h(X1) = Z1]P[h(X2) = Zz] = #
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@ Ti(x}) nabyvéa vSech hodnot z M se stejnou pravdépodobnosti L anahodné
proménné T;(x)) a z; & hi(x;) jsou nezavislé.
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Universalni heSovani: Tabulkové hesovani

Tabulkové heSovani neni 4-nezavislé

@ Zvolime prvky xi, X2, X3 a X4 takové, Ze
o Casti xq splfiuji ) =0, x{ =0, x] =0proi>2
o Casti xo splfiuji XY =1, x] =0, x, =0 proi>2
o Casti X3 spliuji x{ =0, x] =1, x] =0proi>2
o Casti x4 spliiuji x) =1, x] =1, x] =0proi>2
@ Plati h(x1) ® h(x2) ® h(x3) = h(xa):
© Zvolme libovolna zy,z2,zzanecht zs = 21 ® 22 ® z3
Q Jestlize h(x1) = z1, h(x2) = z» a h(x3) = z3, pak h(xs) = z
© Podminéna pravdépodobnost
P[h(X4) = Z4|h(X1) =2zZia h(Xg) =2Z>a h(X3) = 23] =1
o P[h(X1) =2zZia h(Xg) =20 a h(Xg) =2Zza h(X4) = Z4]
= Plh(xs) = z4|h(x1) = z1 @ h(x2) = 22 a h(x3) = Z3]
~P[h(X1) =2Zia h(Xg) =20 a h(X3) = Z3]
> - pronéjakd zy,z,z3 € M

m

@ Tedy pro libovolné ¢ > 1 existuji m € N, x1, X2, X3, Xa, Z1, Z2, Z3, Z4 € [u] takova, Ze

Plh(x1) =z1ah(xe) = zza h(xs) = zza h(xs) = z] > 5 > 5
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Multiply-shift pro vectory pevné délky k
@ Chceme heSovat vektor xi,...,Xxg € U=[2"]do S = [2/], zvolme v > w + | — 1
,,,,, agb(Xt, .., Xa) = ((b+ X0, aixi) mod 2¥) >> (w — /)
© H={ha, ayb;a,...,a0,b€[2]}
@ Systém H je 2-nezavisly (bez dlkazu)

Poly-mod-prime pro rizné dlouhé fetézce |

@ Chceme heSovat fetézec xo, ..., Xqg € U do [p], kde p > u je prvocislo

(] ha(X(_)7 C. ,Xd) = Z/dzo x,-a’ mod p ®
® H={hs ac[pl}
® Plha(Xo, -, X4) = ha(xq, - -, Xgr)] < <5 pro rizné Fetdzce délek o' < d. @

v
o v 7 v v

Poly-mod-prime pro rGizne dlouhé retézce |l

@ Chceme hesSovat fetézec xo, ..., Xy € U do M, kde p > m je prvocislo

® hapo(X0,. .., Xq) = (b+ c>?, xa mod p) mod m

@ H ={hape ab,ce[p]}

@ Plhap.c(X0;--->Xa) = hapo(X, -, X5)] < % pro rlizné fetézce délek d’ < d < 2.

o
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@ X, ..., Xy jsou koeficienty polynomu stupné d a polynom je v proménné a.

© Dva rizné polynomy stupné nejvySe d maji nejvyse d + 1 spolecnych bodu, takze
existuje nejvyse d + 1 kolidujicich hodnot a.
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0 Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury

e HeSovani

@ Separované fetézce

e Literatura

Jirka Fink Datové struktury | 162



HeSovani se separovanymi retézci

V prihradce j jsou uloZeny v§echny prvky i € S splfiujici h(i) = j ve spojovém
seznamu, dynamickém poli nebo vyhledavacim stromé.

Implementace

@ std::unordered_map v C++
@ Dictionary v C#

@ HashMap v Java

@ Dictionary v Python
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HeSovani se separovanymi fetézci: PoCet prvku v pfihradce

@ a = 7 je faktor zaplnéni; pfedpokladame a = ©(1)
@ /; je ndhodna proménna indikujici, zda i-ty prvek patfi do j-tého koSe
@ A=) s lije pocet prvkl v j-té pfihradce

Pokud je heSovaci systém silné 1-nezavisly, pak oekavany pocet prvkl v ptihradce je
E[A]] = Q. @

o E[A] = E[Scs ] = Sies Ell] = Sies PIH() =1 = Sics i = 2 @

V.

Lemma
Pokud je heSovaci systém silné 2-nezavisly, pak
® E[A] =a(1+a—1/m)
C E[A,?] = E[(Xies ) (Ckes ) = Xies E[li?] + Zi,kes,i;fk Elljlg] =
= Yies PIN0) = 1 + i kes ok EIG) = ja h(k) = jl= a + LN @
@ Var(A)=o(1 —1/m)
o Var(A) = E[42] — E2[A] = o(1 + o — 1/m) — a?

4
Jirka Fink Datové struktury | 164




@ Systém hesovacich funkci # je silné k-nezavisly, pokud nahodné zvolena h € H
spliuje P[h(x;) = z; provSechnai=1,... k] = # pro v8echna po dvou rlizna
X1,...,Xx € UavSechna zy,...,z € M.

© Druha rovnost plyne z linearity stfedni hodnoty, druh& z definice stfedni hodnoty a
tfeti z 1-nezavislosti.

© Druha rovnost plyne z distribu¢niho zakona a linearity stfedni hodnoty a posledni
rovnost plyne ze silné 2-nezavislosti.
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HeSovani se separovanymi fetézci: Slozitost operace Find

Ocekavany pocet porovnani pfi Uspésné operaci Find

@ Celkovy pocet porovnani pfi vyhledani vSech prvk( délime poctem prvku
@ Predpokladame silnou 2-nezavislost heSovaciho systému

@ Celkovy pocet porovnani pfi vyhledani vSech prvkd je > Zk k=2 ﬂ

@ Ocekavany pocet porovnanije 1 + § — ﬁ

o E[1y;4 '*‘]:ZH(E[Z,AHZ,E[AZ]) 2 (n+ma(1+a- 1)

Ocekavany pocCet porovnani pri nedspésné operaci Find

@ Pocet porovnani pfi nedspesném hledani prvku x je pocet prvkl i € S spliujici
h(i) = h(x)
@ Tedy chceme spoéitat E[| {i € S; h(i) = h(x)}|]
@ Predpokladame c-universalni heSovaci systém
@ Pouzitim linearity stfedni hodnoty dostavame
o E[[{ieS; h(i) =h(x)}]1=Ejcs Plh(i) = h(x)] < Xjcs 7 =
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HeSovani se separovanymi fetézci: NejdelSi retézec

Definice

Posloupnost ndhodnych jevl Ej, n € N se vyskytuje s velkou pravdépodobnosti, pokud
existuji ¢ > 1 a ny € N takové, Ze pro kazdé n > np plati P[E;] > 1 — &

ne -

Trivialni pfiklad
Jestlize nahodné hodime n mict do n koS, pak s velkou pravdépodobnosti jsou
alespon dva ko$e neprazdné. @

| A\

Délka nejdelsiho fetézce

Pokud « = ©(1) a systém heSovacich funkci je UpIné nahodny, pak délka nejdelsiho

fetézce maxjem A = O( k,:i gn) s velkou pravdépodobnosti. Plati i pro

° IO;’ign-nezé\visly’/ systém (Schmidt, Siegel, Srinivasan [24])

@ tabulkové heSovani (Patrascu, Thorup [22])

Ocekavana délka nejdelSiho fetézce (Dusledek)

Pokud o = ©(1) a systém heSovacich funkci je Uplné nahodny, pak otekavana délka

nejdelsiho fetézce je E[maxjcu A]] = O(52E0s)-

Jirka Fink Datové struktury | 166



Q@ PE)=1--5>1-%pron>3.
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HeSovani se separovanymi fetézci: NejdelSi retézec

Délky nejdelSiho fetézce

Pokud « = ©(1) a systém heSovacich funkci je Uplné nahodny, pak délka nejdelsiho

fetézce maxjem A; = e(,o{;ﬁogn) s velkou pravdépodobnosti.

Chernoffliv odhad

Necht Xi, ..., X, jsou nezavislé nahodné proménné majici hodnoty {0, 1}. Oznaéme
X =3",X ap= E[X]. Pak pro kazdé ¢ > 0 plati

e(c_1)//4
P[X > cu] <

e

Dikaz: maxjem Aj = (’)(lo'g"l%) s velkou pravdépodobnosti

© Nechte>0ac=(1+e€) 7250 Tedy cpu = (1 + €) gl
o Plati P[max; A; > cu] = P[3j : A > cu] < 3, P[A; > cu] = mP[Ar > cy]
@ Aplikujeme Chernoffav odhad na proménné /j; proi € S: u = E[A1] = «

@ Plati P[max; A; > cu] < mP[A > cu] < me ™+ crloec
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HeSovani se separovanymi fetézci: NejdelSi retézec

Dikaz: maxjey A; = O(log’ﬁ)'g’n) s velkou pravdépodobnosti

@ Nechte>0ac=(1+¢)—€"_ Tedy cu = (1 + ¢) 2"

ploglogn*® log log n

Plmax A; > cu] < me™ " cr'e¢
J

(1+€)logn
— me " () mmrsm =0+ Emean IOg( w \oglogn)

1+e 1+e (1+e)logn
— mef'u‘ Toglogn ~ Toglog n Iog(/" log log n

1+e _ 1+e ©
— me Hnloglogn (1+€)+Icg log n |°g(1+e log log n)

b
Tte log log n)

log
=5 +(1+¢) (Ioglogn

1+e
= iee_“n_%+loglogn
n1+§

<

1 1 - .
e n’ < — ... pro dostatecnée velka n
anz ns

Icg( Tre log log n)
log log n

Protoze —§ + it + (1 +€) < 0 pro dostate¢né velka n.

g log n

o Tedy P[maxj A < (1 + ¢) 1"

log log n
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Vice-prihradkové heSovani se separovanymi retézci

2-ptihradkové heSovani

Prvek x mGze byt uloZen v pfihradce hy(x) nebo hx(x) a novy prvek vkladame do
pfihradky s mensim poétem prvki, kde hy a h, jsou dvé heSovaci funkce.

2-prihradkové hesovani: Délka nejdelSiho fetézce (bez dikazu)

Ocekavana délka nejdelsiho fetézce je O(log log n).

k-pfihradkové heSovani

Prvek x mGze byt uloZen v pfihradkach hy(x), ... hx(x) a novy prvek vkladame do
pfihradky s mensim poétem prvku, kde hy, . .. h jsou heSovaci funkce.

k-prihradkové heSovani: Délka nejdelSiho fetézce (bez diikazu)

Ocekavana délka nejdelsiho fetézce je O (“FO'T"i")
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Linearni pfidavani

Chtéli bychom ugetfit pamét, a tak prvky budeme ukladat pfimo do tabulky.

Operace Insert

Novy prvek x vlozime do prazdné prihradky h(x) + i mod m s nejmenSim moznym
i>0.

Operace Find
Iterujeme dokud nenajdeme prvek nebo prazdnou prihradku.

Operace Delete

@ Lina varianta: Prihradku smazaného prvku oznackujeme, aby nasledné operace
Find pokracovali v hledani

@ Varianta bez znackovani: Zkontroluje a presouva prvky v celém fetézci

Jirka Fink Datové struktury | 17



Linearni pridavani: Slozitost operaci Find, Insert a Delete

Pfedpoklady
om>(1+e)n

@ Pokud prihradky po smazanych prvcich jen znakujeme, pak n je soucet poctu
prvkd a oznackovanych prihradek

Ocekavany pocet porovnani pfi operaci Insert je
@ O(%) pro tplné nahodny systém (Knuth, 1963 [15])
@ konstantni pro log(n)-nezavisly systém (Schmidt, Siegel, 1990 [23])

° (’)(}—73) pro 5-nezavisly systém (Pagh, Pagh, Ruzic, 2007 [19])
€6

@ O(log n) pro 4-nezavisly systém (Patrascu, Thorup, 2010 [21]) ®
@ O(Z) pro tabulkové hesovani (Patrascu, Thorup, 2012 [22])
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@ Existuje 4-nezavisly hesovaci systém a posloupnost operaci Insert nezavisla na
vybrané heSovaci funkci takova, Ze otekavana slozitost je Q(log n).
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Linearni pfidavani: Analyza

PocCet prvku od dané prihradky do nejblizsi volné prihradky

Jestlize a < 1 a systém hesSovacich funkci je Gplné nahodny, pak o¢ekavany pocet
porovnani klicd je O(1). ®

|

Ddkaz

Q@ Necht1<c<l a g= (ec;)a
e Platio < g<1®

@ Necht p; = P[| {x € S; h(x) € T}| = ] je pravdépodobnost, ze do dané mnoziny

prihradek T velikosti t je zahe$ovano t prvku. Pak p; < g'. ®
Necht X; je ndhodné proménna indikujici, zda prvek i je zahéSovan do T
Necht X = 3", Xiau = E[X] = ta
Plati cp = cat < t

c—1\ K o

Chernoff: py = P[X = 1] < P[X > cu] < (ecc ) =qgo =(q!

© Necht b je néjaka prihradka. Necht pj je pravdépodobnost, Ze prihradky b aZ
b+ k — 1 jsou obsazeny a b + k je prvni volna pfihradka. Pak p; < %. @
® P < XZoPsrk < G20a° = %
© Ocekavany pocet porovnani klicu je
Z/’(n:o kpi < 117(7 Z/C:o:o qu = (12:;)3
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@ Neuspésna operace Find musi dojit az k volné pfihradce a téz operace Insert,
pokud cestou neni prihradka oznadena operaci Delete. Uspé$na operace Find
muze porovnat méné prvkl. SloZitost operace Delete se v rliznych verzi lisi, ale v
rozumnych implementacich dojde nejhlfe k nejblizsi volné pfihradce. Knuth [15]
spocital oéekavanou slozitost presné, ale vypocet je narocny.

ec—1

@ Zjevné g > 0. Chceme dokazat, ze £~ = e°~'7¢"*8¢ < 1. Musime tedy dokazat,
72ec—1—clogc<0Oproc>1.Proc=1mame c—1-— clogc =0, abychom
dokazali ostrou nerovnost pro ¢ > 1, ukazeme, ze funkce ¢ — 1 — clog c je pro
¢ > 1 klesajici. Derivace 1 — log ¢ — 1 je zaporna pro ¢ > 1.

© Zde uvazujeme prvky, které hesovaci funkce zobrazi do danych pfihradek, a
nikoliv prvky, které se do danych pfihradek dostanou vlivem linearniho pfidavani.

© Tedy prihradky b — s az b+ k — 1 jsou obsazeny pro néjaké s. Indexy prihradek
pocitame modulo m.
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Linearni pfidavani: Pro¢ 2-nezavisly systém nestaci?

Moduleni realnych cisel

@ Pro x € Ra m > 0 existuje prave jedno k € Z takové, ze 0 < x —km < m
@ Pro x € Ra m > 0 definujme x mod m= x — km

Kombinace systému Multiply-shift a Linearniho ptidavani

o Multiply-shift: A(x) = (ax mod 2*) >> (w — /) = [L“J =W (x)],

ow—/

@ kde h'(x) = axz",‘,ff,zw = 5 mod 2l = (zw=r mod m)x mod m = h'(1)x mod m

@ Plati H'(x) — H'(y) mod m= H(1)x — H'(1)y mod m= h'(x — y) mod m
@ Specidlné h'(x + 1) — h'(x) mod m= h'(1)

ha(0)
ha(4)
ha(3)
ha(1)
ha(5)
ha(2)
@ Jaka je oekavana slozitost vlozeni prvk S = {1,...,n}?
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Linearni pfidavani: Pro¢ 2-nezavisly systém nestaci?

Kombinace systému Multiply-shift a Linearniho pridavani
@ Plati A'(ix) mod m = h'(1)ix mod m = ih’(x) mod m
@ Jestlize h'(x) < 1 pro néjaké x € S, pak h'(ix) <i
@ Tedy prvky x,2x, ..., kx padnou do nejvySe k sousednich prihradek

@ Navic prvky x +j,2x +J, ..., kx + j téZ padnou do nejvysSe k sousednich
pfihradek proj=10,...,x — 1

Linearni pfidavani a heSovaci systémy (Patrascu, Thorup, 2010 [21])

@ Multiply-shift ma ocekavanou slozitost ©(log n) operace Find

@ Existuje 2-nezavisly systém s oekavanou slozitosti ©(+/n) operace Find

Jirka Fink Datové struktury | 175



0 Amortizovana analyza
e Vyhledavaci stromy

e Cache-oblivious algoritmy

Q Haiy

e Geometrické datové struktury

e HeSovani
@ Kukackové hesovani

e Literatura

Jirka Fink Datové struktury | 176



KukacCkové hesovani (Pagh, Rodler [20])

Pro dvé heSovaci funkce hy a hy prvek x musi byt uloZen v pfihradce hy(x) nebo hz(x).
V jedné pfihradce mize byt ulozen nejvysSe jeden prvek.

Operace Find a Delete
Trividlni, slozitost O(1) v nejhorS§im pfipadé.

Priklad operace Insert
@ Uspé&sné viozeni prvku x do prihradky hs(x) po trech realokacich
@ Prvek y neni mozné vlozit do hi(y)

hi(x) hi(y)

hi(a) or hy(a)
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Kukackové hesovani: Algoritmus pro operaci Insert

Vlozeni prvku x do tabulky T

1 pos < hi(x)

2 for n krat @ do

3 if T[pos] je prazdna then
4 T[pos] + x

5 L return

6 swap(x, T[pos])

7 | if pos == hi(x) @then
8 | pos « ha(x)

9 else

o | pos « hi(x)

1 rehash()
2 insert(x)

V.

@ Nahodné vygenerujeme nové hesovaci funkce hy a ho z H

@ Mulzeme zvétsit velikost tabulky
@ Vlozime v8echny prvky do nové tabulky ®

\
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@ Po npokusech jsme uz uréité v cyklu. Lze ukazat, ze v cyklu jsme s velkou
pravdépodobnosti uz po Q(log n) krocich.

© Potrebuje najit druhou pozici, ve které prvek x muze byt ulozen.

© P¥i vkladani prvkl do nové tabulky mize dojit k Rehash, takze si pfi implementaci
musime dat pozor, abychom nékteré prvky neztratili.
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Kukackové heSovani: Analyza

Neorientovany kukackovy graf G

@ Vrcholy jsou prihradky tabulky
@ Hrany jsou dvojice {hi(x), h2(x)} pro vSechny prvky x € S.

Vlastnosti kukacciho grafu

@ Operace Insert postupuje po cesté z vrcholu hy(x) do prazdné pozice @

@ Novy prvek nemUGze byt vlozen, jestlize komponenta obsahujici h(x) obsahuje
kruznici

Lemma

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. Pro dané pfinradky i a j je pravdépodobnost, ze mezi i a j
existuje cesta délky k, nejvyse —

mck

|

Slozitost operace Insert bez prehesSovani

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. O¢ekavana délka cesty je O(1).

Pocet preheSovani

Necht ¢ > 2 a m > 2¢n. Otekavany podet piehesovani pfi vkladani n prvka do tabulky
velikosti mje O(1). @
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@ Z prihradek komponenty tvofici cestu je pravé jedna volna, ale nemusi to byt
pfihradka koncového vrcholu cesty.

© Predpokladame, Ze na zacatku je tabulka prazdna a chceme vytvorit tabulku
velikosti m's n prvky.
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k =1 For one element, the probability that it forms an edge ij is —. So, the probability
that there is an edge jj is at most 23 < L.

k > 1 There exists a path between i and j of length k if there exists a path from i to u of
length kK — 1 and an edge uj. For one position u, the i-u path exists with probability
% The conditional probability that there exists the edge vj if there exists i-u
path is at most - because some elements are used for the /-u path. By summing
over all posmor113 u the probability that there exists i-j path is at most
1 1

M= me = mek -

Insert without rehashing:

@ Using the previous lemma for all length k and all end vertices Jj, the expected

length of the path during operation Insertis my ;_, k mck <>, ck = Cf1)2.

Number of rehashes:

@ Using the previous lemma for all length k and aII vertlces i = j, the probability that
the graph contains a cycle is at most m>_ 2, mck =

0—1 :
@ The probability that inserting rehashes z times is at most I

@ The expected number of rehashes is at most 322, 25y = (55
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Kukackové heSovani: Analyza

Slozitost operace Insert bez preheSovani

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. O¢ekavana délka cesty je O(1).

Pocet prehesSovani

Necht ¢ > 2 a m > 2¢n. Otekavany podet pieheSovani pfi vkladani n prvka do tabulky
velikosti mje O(1). ®

|

Slozitost operace Insert v€etné preheSovani

Necht ¢ > 2 a m > 2c¢n a he$ovaci systém je Uplné nezavisly. Pak oéekavana
amortizovana slozitost operace Insert je O(1).

Pagh, Rodler [20]

Jestlize ¢ > 1 a m > 2cn a heSovaci systém je log n-nezavisly, pak ocekavana
amortizovana sloZitost operace Insert je O(1).

|

| A

Patrascu, Thorup [22]

Jestlize ¢ > 1 a m > 2cn a pouzijeme tabulkové heSovani, pak ¢asova sloZitost
vytvoreni statické Kukackové tabulky je O(n) s velkou pravdépodobnosti.

A
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@ Predpokladame, ze na zacatku je tabulka prazdna a chceme vytvofit tabulku
velikosti m's n prvky.
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Hesovani: DalSi moznosti
Kvadratické prohledavani

Vlozit prvek x do prazdné pfihradky h(x) + ai + bi?® mod m s nejmensim moznym
i > 0, kde a, b jsou pevné konstanty.

v

Dvojité heSovani
Vlozit prvek x do prazdné prihradky hi(x) + ih2(x) mod m s nejmensSim moznym
i > 0, kde hy, ho jsou dvé heSovaci funkce.

v

Brentova varianta operace Insert

Jestlize prihradka
@ b = hy(x) + ih(x) mod m je obsazena prvkem y
@ b+ hy(x) mod m je taky obsazena
@ ¢ = b+ h(y) mod mje prazdna,

pak presuneme prvek y to prihradky c a prvek x vlozime do b. Timto se zkrati
ocekavana doba hledani.

v
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Bloom filtry (Bloom, 1970 [2]

@ chtéli bychom datovou strukturu, ktera umi pridavat prvky a zjistovat, zda byl dany
prvek vlozen

@ mame dlouhé klice a véechny se nam nevejdou do paméti @
@ nevadi nam, kdyZ datova struktura obdéas vrati $patnou odpovéd

@ Mame mnozinu S velikosti n z univerza U
@ Pouzijeme bitové pole M velikosti m ®

@ Zvolime k heSovacich funkci hy,..., b : U - M ®

@ Na pocatku jsou v§echny bity nulové

@ Pfivlozeni prvku x € S nastavime bity hi(x), ..., hx(x) na jedniku

@ Jestlize pro y € U je néktery z hi(y), . .., hx(y) nulovy, pak urcité y nebyl viozen

@ Jestlize jsou vSechny bity hi(y), ..., h«(y) jednickové, tak si nemuizeme byt jisti,
ze prvek nebyl vlozen
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@ klice muzou byt uzivatelem navstivené url adresy nebo vSechna analyzovana
feSeni genetického algoritmu. nedostate¢na kapacita paméti mize byt zptisobena

obrovskym mnozZstvi dat nebo omezenym mnoZzstvim paméti, napitiklad v
susenkach prohlizeca.

© Pamatujeme si jen m bitd, nikoliv n klica.

© Pro potreby analyzy budeme predpokladat, Zze hesovaci systém je UpIné nezavisly.

Jirka Fink Datové struktury | 183



Bloom filtry: Analyza

@ Jaka je pravdépodobnost, Ze dostaneme kladnou odpovéd, i kdyZ prvek nebyl
vlozen?

@ Jak zvolik pocet funkci k, abychom minimalizovali pravdépodobnost §patné
odpovédi?

@ Pravdépodobnost, Ze pozice hi(y) je nulova je (1 — %)k n®

° (1—1)k":((1+‘—1)’")%~e*%::p@

m m

@ Pravdépodobnost, ze véechny bity hi(y), ..., hk(y) jsou jednickové, je (1 — p)¥

@ Chceme najit k minimalizujici (1 — p)* = e*'°e'=P) ®

@ Zk =—"logp plyne klog(1 — p) = — T log(p) log(1 — p)

@ Ze symetrii funkci log(p) log(1 — p) odhadneme, ze maximum nastane uprostred
prop=1®@

@ Tedy k = Zlog2 ~ 0.697

n

@ Pravdépodobnost false positive* je pfiblizné (1 — p) =2~ 762 ~ 0.627

v
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@ Pravdépodobnost, ze hi(x) # hi(y) je . Funkci h; je k, prvki x € Sje na
nahodné veli€iny h;(x) jsou nezavislé.

@ Z matematické analyzy vime, Ze limm_.oo(1 + 2)™ = €. Pfedpokladame, ze 7 je
konstanta, jak pozdéji uvidime, Ze k je téZ konstanta. Proto je exponent "—n’]
konstantni. Z matematické analyzy bychom méli védét, ze chyba v aproximaci je
O(L).

© Funkce €7 je rostouci v a, takze staci minimalizovat expoment.

@ Ve formalnim diikazu bychom nasli lokalni optima pomoci derivace a ovéfili, ze
mame globalni maximum.
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Counting Bloom filtry, Fan et al. 2000 [7]

Chteéli bychom v Bloom filtru umét mazat prvky.

Postup
@ Na kazdé pozici v tabulce nebudeme mit jeden bit ale maly &itac
@ Pfi operace INSERTse ¢&itace hy(x),. .., h(x) zvySi o jedna
@ Pfi operaci DELETEse €itace hi(x), . .., hk(x) snizi o jedna

@ Jestlize néktery z &itacd hi(y), .. ., hx(y) je nulovy, pak y neni pfitomen

@ Zvolime k = T log 2

@ Jestlize vSechny ¢&itaCe hi(y), ..., hk(y) jsou kladné, pak y neni pfitomen s
pravdépodovnosti pfiblizné 0.627

Jak velky zvolit ¢ita€, aby nedochéazelo k preteceni?

@ Maximalni hodnota Citace je e(,og’ign) s velkou pravdépodobnosti ©®

@ Potfebujeme ©(log £ )-bitovy Citad

@ Bez dukazu: Pro 4-bitovy ¢ita€ je pravdépodobnost prete¢eni mensi nez
1.37-10"m
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@ Pocet prictenych jednicek je nk = mlog 2 a tato pficteni jsou ndhodné
distribuovana mezi m pfihradek. Z analyzy heSovani se separovanymy retézci
vime, ze kdyz faktor zaplnéni je konstantni, pak délka nejdelSiho fetézce je

O( 15 ).

log log n
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